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Einleitende CJebersicht. 



§ 1. 



Di 



ie Geometrie im engeren Sinne bedarf zu ih- 
ren Konstructionen zweier Instrumente, des Zir- 
kels und des Lineals. Ein italienischer Mathema- 
tiker, Mascheroniy hat auf eine scharfsinnige Weise 
gezeigt *), dafs alle geometrischen Aufgaben mit- 
telst des Zirkels allein gelöst werden können. 
Andererseits 'haben in der neusten Zeit einige fran- 
zösische Mathematiker auf.' zahlreiche Aufgaben 
aufmerksam gemacht, deren Lösutig nur die Hülfe 
des Lineals, oder das Ziehen gerader Linien zwi- 
schen gegebenen Punkten, erfordert. Ja es haben 
Einige sogar schon die Yermuthung ausgesprochen, 
dafs mittelst des Lineals alle Konstructionen aus- 
führbar seien, sobald in der Ebene irgend ein fe- 
ster Hülfskreis gegeben ist. Die vorliegende kleibe 
Schrift hat zum Zweck, diese Yermuthung zu be- 



*) Ma$cheroni's „Gebrauch, des Zirkels" aus 
dem Italienischen in's Französiche übersetzt von Careile und 
ins Deutsche von Grüson, Berlin 1825. 
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stätigen. Und* zwar wird dieser Zweck leichter 
erreicht, als ich anfangs glaubte und als es, nach 
dem Umfange des Gegenstandes , den Anschein 
hatte; Denn, wirft man einen -strengen Blick auf 
die gesammten Konstructionen, wie sie in der ge- 
wöhnlichen Geometrie, beim freien Gebrauch des 
Zirkels und Lineals vorkommen, so sieht man, 
dafs sie, die Fülle ausgenommen, wo das Lineal 
allein genügt, im Grunde nur auf den folgenden 
zwei Hauptkonstructionen: 

a) „die Durchschnitte .einer Geraden 
und eines Kreises" und 

b) „die Durchschnitte zweier Kreise zu 
finden", 

beruhen, so zusammengesetzt sie übrigens auch 
sein' mögen. Pur die gegenwärtigen beschränkte- 
ren Hülfsmittel zeigte es sich, dafs von diesen 
zwei Aufgaben die erste allein als Hauptaufgabe 
sich, geltend macht, dafs also die Lösungen aller 
Aufgaben auf der einzigen Hauptaufgabe: 

A) „die Durchschnitte einer Gera- 
den und eines Kreises zu finden", 
beruhen, indem auch die vorstehende andere Auf- 
gabe (b) auf diese, zurückgeführt werden mufs und 
kann. Der Umstand aber, dafs die Durchschnitte 
einer Geraden und des gegebenen Hülfskreises un- ' 
mittelbar gegeben sind, bewirkt, dafs man zunächst 
die folgenden, häufig vorkommenden und ihrfertl 
Wesen nach die meisten Elementaraufgaben um- 
fassenden Hülfsaqfgaben s 
c). „parallele Gerade zu ziehen"-, 
d) „der Gröfse nach gegebene Gerade 
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beliebig zu vervielfachen oder in be- 
liebig viele gleiche Theile zu thei- 
len w 5 

e) „zu einander rechtwinklige Gerade 
zu ziehen*; 

f) „durch einen gegebenen Punkt eine 
Gerade zu ziehen, die mit einer ge- 
gebenen Geraden einen Winkel ein- 
schliefst, welcher einem der Gröfse 
und Lage nach gegebenen Winkel 
gleich ist"; 

g) „einen gegebenen Winkel' zu hälften, 
oder beliebig oft zu vervielfachen w ; 

h) „an einen gegebenen Punkt, nach be- 
liebiger Richtung, eine Gerade anzu- 
legen, welch« einer der Gröfse und 
Lage nach gegebenen Geraden gleich 

leicht lösen kann* Die Art und Weise, wie diese 
Aufgaben gelöst werden, weicht natürlicherweise 
von der in der Geometrie üblichen ganz und gar 
ab, und zwar dergestalt, 'dafs hier einige von die- 
sen Aufgaben dazu dienen, die obigen zwei Haupt- 
aufgaben (a), (b), oder vielmehr die einzige Haupt- 
aufgabe (A) unter allen Umständen zu lösen, also 
auch die Durchschnitte einer Geraden und eines 
nur der Lage und Gröfse nach gegebenen Kreises 
»(d. h. nur der Mittelpunkt uhd der Radius sind 
gegeben, der Kreis selbst nicht gezeichnet) zu fin- 
den; statt dafs dort jene mittelst dieser gelöst 
werden« 

Ob es mir gelungen sei, den vorgesteckten 

A2 
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Zweck auf die einfachste Weise zu erreichen, ver- 
mag ich nicht zu' entscheiden, auch bin ich nicht 
einmal überzeugt, ob selbst bei dem von mir ein- 
geschlagenen Weg überall die bequemsten Kon- 
structionen angewendet worden sind oder nicht. 
Wenn indessen der Gegenstand einiges Interesse 
erregen sollte, so wird, bei dem eifrigen Betriebe 
der Geometrie in unserer Zeit, das, Fehlende bald 
von Andern ergänzt werden, und ich dürfte dann 
wohl auf einige Nachsicht rechnen. 

Sind die MatcAerom'schenKonstructionen für 
die Mechaniker und besonders zur Anfertigung 
astronomischer Instrumente von grofsein Yortheil, 
wie er behauptet, so dürften dagegen die gegen- 
wärtigen für die Ingenieurs und Feldmesser- von 
nicht geringerem Nutzen sein, worüber ich jedoch 
von diesen letztern selbst das sachverständige Ur- 
theil erwarten will. 

#•2. 

Die Sätze und Eigenschaften der Figuren, auf 
welchen die Lösungen der vorgenannten Aufgaben 
(§. 1.) beruhen, sind unter andern theils im ersten 
Theil der „Systematischen Entwickelung 
der Abhängigkeit geometrischer Gestal- 
ten von einander" und theils in der Abhandlung 
„Einige geometrische Betrachtungen" 
(Journal für Mathematik, Bd. I. S. 161.) enthal- 
ten, so dafs also, mit Beziehung auf dieselben, die 
vorgelegten Aufgaben auf einem Räume von wenig 
Seiten erledigt werden könnten. Allein da das 
gegenwärtige Werkchen leicht in Vieler Hände 
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kommen kann, welche jene Schriften nicht besitzen, 
s<k hielt ich «s für zweckmässig, jene Sätze und 
Eigenschaften hier kurz zu wiederholen, wobei * 
ich mich bemühte , sie so elementar als möglich 
darzustellen. Djesemgemäfs besteht die gegenwär- 
tige Arbeit aus drei Kapiteln, die folgenden In- 
halts sind: 

Erstes Kapitel. Einige Eigenschaften gerad- 
liniger Figuren, in Rücksicht auf Transversa- 
len, harmonische Strahlen und Punkte; Kon- 
structionen mittelst des Lineals allein, unter 
bestimmten Voraussetzungen, d. h., wenn ent- 
weder parallele oder in gegebenem Verhält- 
nis getheüte Gerade gegeben sind, so lassen 
sich andere der Gröfse und Lage nach gege- 
bene Gerade beliebig vervielfachen und theilen, ~. 
und andere Parallele ziehen (so wie auch 
rechte Winkel hälften und beliebige gegebene 
Winkel vervielfachen). 
Zweites Kapitel.. Vom Kreise. I. Harmo- 
nische Eigenschaften des Kreises. II. Von 
den Afehnlichkeitspunkten (oder Projections- 
punkten) zweier und mehrerer Kreise. III. 1 Von 
der Potenz bei Kreisen ; A. Ort der gleichen 
Potenzen; B. gemeinschaftliche Potenz, in 
Beziehung auf die Aehnlichkeitspunkte. 
Drittes Kapitel. Lösung aller geometrischen 
Aufgaben mittelst des Lineals, wenn irgend 
ein fester Hülfskreis gegeben ist;, enthaltend 
die obigen acht Aufgaben (§• 1, a bis h). 
Schlufebemerkung. 
Aufserdem werden in einem Anhange noch einige 
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wesentliche Aufgaben ober Kegelschnitte aufge- 
stellt, welche als zweckmäfsige Beispiele der An- 
wendung der gegenwärtigen Methode dienen sollen. 



Erstes Kapitel« 



Einige Eigenschaften geradliniger Figuren und darauf ge- 
gründete Konstructkmen mittelst des Lineals allein'. 



I. Harmonische Strahlen und Punkte, 

Transversalen. 

§. 3. 

I. Es sei ABC (Fig. 1) ein beliebiges Drei- 
eck 5 aus der Spitze B gehe der Strahl b durch • , 
. die Mitte b und der Strahl d parallel der Grund- 
linie AC. Zieht man durch, die Mitte b. der Grund- 
linie irgend eine Gerade, oder Transversale ab, 
so wird diese von den zwei Seiten a, c und von 
den Strahlen b y d m den vier Punkten a, b, c, b 
so geschnitten, dafs 

Ab : Bt> =» ab : ab (weil AaAb co AaÄb), 
Cb : Bb — cb : cb (weil AcCb cd Atffb), 
folglich, weil Ab » Cb : 

ab : ab = cb : cb 
oder 

ab : bc =» ab : cb 

dab helfet: die Strecke ab *ivird so m drei Abschnitte 
getheilt, dafs sich der erste ab zum zweiten bc, wie 
die Ganze ab zum dritten cb verhält. 

Vermöge dieser Eigenschaft werden die vier 
Punkte a, b,c,b »vier harmonische Punkte" 
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genannt, und zwar heifsen a und e, so wie i und 
b „zugeordnete harmonisch© Punkte 5 '. 
Eben so werden die vier Strahlen a^b^c^d „vier 
harmonische Strahlen" und sowohl a und c y 
als b lind d „zugeordnete harmonische 
Strahlen 95 genannt. 

II. Werden die Strahlen 0, b y c, 4 als fest 
und unbegrenzt angenommen , so theilen sie nicht 
allem jede Transversale, welche durch den Punkt 
i geht, harmonisch, sondern es wird offenbar jede 
beliebige Transversale von ihnen in vier harmoni- 
schen Punkten geschnitten; denn in welchem Punkte 

eine solche Transversale auch dem Strahle ^-be- 

r 
gegnen mag, so kann man immer durch denselben 

eine Gerade sich denken, die der AC parallel ist, 
und sodann den vorstehenden Beweis anwenden. 
Ist insbesondere die Transversale mit einem der 
vier harmonischen Strahlen 0, £, c> d parallel, wie. 
zum Beispiel AC mit d 9 so liegt der Punkt b, in 
welchem sie den, dem Parallelstrahl d zugeordne- 
ten, harmonischen Strahl b sehneidet, in der Mitte 
zwischen den zwei Punkten a und t, in welchen 
sie von den zwei übrigen Strahlen und c geschnit- 
ten wird ; und umgekehrt : findet das Letztere statt, 
so ist die Transversale mit jenem Strahle parallel. 
Werden andererseits die vier harmonischen 
Punkte a, b, c, fe als fest angenommen, so folgt 
ähnlicherweise, dafs jede vier Strahlen 0, £, c, </, 
welche von irgend einem beliebigen Punkte B aus 
durch dieselben gehen, vier harmonische Strah- 
len sind« 

III. Es ist leicht zu sehen, dafs, wenn drei 
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Strahlen (die durch einen Punkt gehen) gegeben 
sind, wovon zwei als zugeordnet angenommen wer- 
den, alsdann nur ein einziger bestimmter Strahl 
möglich ist, welcher zu dem dritten Strahle zuge- 
ordneter harmonischer Strahl ist. • Denn sind z. B. 
die drei Strahlen «, e, d gegeben, und sollen etwa 
a und e > zugeordnet sein, so* denke man sich ir- 
gend- eine Gerade AC parallel dem dritten Strahle 
rf, so mufs der vierte, dem d zugeordnete Strahl 
b durch die Mitte t der Geraden A C gehen, und 
ist also genau bestimmt/ Oder durch irgend einen 
Punkt des dritten Strahls, wie etwa durch den 
Punkt h des Strahls - b, wenn die drei Strahlen a 9 
b y c als gegeben und a und c als zugeordnet an- 
genommen werden, denke man sich eine Gerade 
AC zwischen a und c so gezogen, dafs sie durch 
jenen Punkt b gehälftet wird, so wird alsdann der* 
jenige Strahl tf, welcher der Geraden AC paral- 
lel ist, der einzig mögliche, dem b zugeordnete, 
vierte harmonische Strahl sein. Aehnliches gilt 
von vier harmonischen Punkten a, fr, c, b. 

IV. Wenn insbesondere das Dreieck ABC 
gleichschenklig ist, nämlich BA = J?C, so wird 
der Strahl b, da er durch die Mitte 6 der Grund- 
linie AC geht, auf dieser, so wie auf dem Strahle 
d, senkt echt stehen und mit den Strahlen a und c 
gleiche Winkel einschliefsen, so dafs Winkel (ab) 
« (Ac) $ und daher mufs auch d mit a und c glei- 
che Winkel (a^sBjl^jp)^ bilden. Das heilst: 

„Wenn von vier harmonischen Strah- 
len #, b y c 9 d y einer, etwa b y mit zwei sich 
zugeordneten a und c gleiche Winkel bil- 
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V 

det, so findet dasselbe auci bei seinem 
zugeordneten Strahle d statt, und beide 
Strahlen, 6 und rf, stehen zu einander 
rechtwinklige uncl umgekehrt: wenn bei 
vier harmonischen Strahlen zwei zuge- 
ordnete b und d zu einander rechtwinklig 
sind, so hälften sie die von den zwei 
übrigen Strahlen a y c eingeschlossenen 
Winkel." ; 

#.4. 

Irgend vier Gerade «, e y a x , c ± (Fig. 2.) in einer 
Ebene, die einander, im Allgemeinen, paarweise in 
sechs Punkten A, C, F, O y J5f, / schneiden, 
heifsen „vollständiges Vierseit". Ein sok 
ches Yierseit hat, wie man sieht, .< drei Diagonalen 
AC> GF, £fl 9 die* sich in den drei Punkten B y 
I) y E schneiden. Es läfst sich leicht zeigen, dafs 
diese drei Diagonalen einander harmonisch schnei- 
den, nämlich wie folgt. 

* vDenkt man sich zu den drei Strahlen 0, c, d 
den vierten, deqi d zugeordneten, hanmonischen 
Strahl b y und eben so zu den drei Strahlen * i9 c ty d i9 
den vierten, dem d i zugeordneten, harmonischen 
Strahl b i9 so mufs jeder der zwei Strahlen £, b\ die 
Diagonale-* A CD in demjenigen Punkte B schnei- 
den, welcher zu den gegebenen drei Punkten A y 
C, D der vierte, dem D zugeordnete, harmonische 
Punkt ist (§. 3.); eben so müssen beide Strahlen 
b y b ± die Diagonale HIE in demjenigen Punkte B 
schneiden, welcher zu den drei Punkten Z/, /, E 
der vierte, dem Ei zugeordnete, harmonische Punkt 
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ist; da aber 6 und 6 t nur einen einzigen Punkt 
B gemein haben können, so mute folglich derselbe 
zugleich der Durchschnittspunkt der Diagonalen 
AC y HI sein, woraus denn hervorgeht, dafs diese 
Diagonalen harmonisch geschnitten werden, ~ Aehn- 
licherweise kann gezeigt werden, dafs die dritte 
Diagonale GF von den zwei andern in den Punk* 
J/y JE harmonisch getheilt wird. -Also: 

„Bei jedem vollständigen Vierseit 
wird jede der drei Diagonalen von den 
zwei übrigen harmonisch geschnitten, 
d. h., die Punkte, in welchen eine der drei 
Diagonalen von den zwei übrigen ge- 
schnitten wird, sind zu {len Eckpunkten, 
welche sie verbindet, zugeordnete har-*' 
monische Punkte, zum Beispiel^, B> C y J} 
sind harmonisch und B, D sind zugeord- 
nete harmonische Punkte. * 



\ 
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Von den zahlreichen Folgerungen und Anwen- 
dungen, die sich, aus dem. letzten Satze (§.4.) zie- 
hen lassen, sollen hier nur einige und zwar zu- 
nächst folgende herausgehoben werden. 
- I. „Zu irgend drei gegebenen Punk- 
ten in einer Geraden einen vierten har- 
monischen Punkt mittelst des Lineals 
allein zu finden." 

tt a) Sind etwa die dreiPunkte G, />, F (Fig. 2.) 
gegeben und es soll der dem D zugeordnete vierte 
harmonische Punkt E gefunden werden, so ziehe 
man nach einem beliebigen Punkt A die Geraden 
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AG<, AD, AF, nehme in AD einen beliebigen 
Punkt C, und siehe die Geraden GCI, FCJEi, 
-wodurch man die zwei Durchschnitte / und H er- 
hält, und ziehe ;endlich die Gerade Ä/, so wird 
diese den verlangten Punkt JE angeben. Oder: 

b) Sind G, F 9 E gegeben und es soll der den} 
JE zugeordnete yierte harmonische Punkt D ge- 
funden werden, so ziehe man nach einem Willkür* 
liehen Punkt A die Geraden FA> GA 9 schneide 
sie durch eine beliebige, durch JE gehende, Gerade 
JEIffy in den Punkten /, //, ziehe sofort die Ge- 
raden Gl, /W, die sich ia C kreuzen,, und ziehe 
endlich die Gerade AC y so wird diese durch den 
gesuchten Punkt D gehen. 

IL „Zu irgend drei gegebenen Sträh- 
len, die durch einen Punkt gehen, einen 
vierten harmonischen Strahl mittelst 
des Lineals zu finden." 

Sind etwa die drei Strahlen «, c y d (Fig. 2.) 
gegeben und soll der dem d zugeordnete vierte 
harmonische Strahl £ w gefunden werden, so ziehe 
man durch einen beliebigen Punkt' €r, des Strahls 
rf, irgend zwei Gerade GA> Gl, welche die Strah- 
len 0, c in A y /, £7, H schneiden, ziehe sodann 
die Geraden AC\ ///, die sieh in B kreuzen, so 
wird FB der gesuchte Strahl sein. > 

Auf dieselbe Weise wird, wenn die Strahlen 
«t, ä, e gegeben sind, der dem b zugeordnete 
vierte harmonische Strahl d gefunden. 

HL „Wenn\ein rechter Winkel und 
ein anderer beliebiger Winkel einerlei 
Scheitelpunkt und einen gern eins chaftli- 
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chen Schenkel haben, so soll der letzte 
Winkel mittelst des Lineals verdoppelt 
werden." v 

Angenommen, es sei (bd) (Fig; 1.) der rechte 
und (bc) der andere Winkel, so suche man «zu den 
drei Strahlen £, *, d einen vierten, dem c ,zuge- 
ordneten, harmonischen Strahl a (II.) , so wird 
alsdann, zufolge (§. 3, IV. ), Winkel (ab) = (bc) y 

* * 

und mithin Winkel (ac) der verlangte doppelte 
Winkel sein. ' 

IV. „Wenn von drei Strahlen, die 
durch einen Punkt gehen, der eine mit 
den zwei andern gleiche Winkel bildet, 
so soll mittelst des Lineals ein vierter 
Strahl gefunden werden, welcher, eben? 
falls mit den 'zwei letztern gleiche Win- 
kel einschliefst, und mithin zu jenem er- 
sten rechtwinklig ist." 

Öie Lösung dieser Aufgabe gründet, sich 
ebenfalls auf (IL) und ($«3, IV.), wie die vorige. 

V. „Werden irgend zwei Gerade «, e 
(Fig. 2.) von beliebigen Geraden '*i>£t>c» •••••> 
die durch irgend einen Punkt G gehen, 
geschnitten, , und man verbindet die Durch- 
schnittspunkte von je zwei der letzteren 
kreuzweise durch ein Paar Gerade, wie 
etwa ^4 C und HI^AL und//#/>«o liegen alle 
Punkte, wie J3, ÜT, in welchen sich diese 
Geradenpaare kreuzen, in einer bestimm- 
ten Geraden b, welche durch den Durch- 
schnittspunkt F der z^ei erstgenannten 
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Geraden 0, <?> geht, und welche zu diesen 
und zu der Geraden #W oder d die vierte, 
der letztern zugeordnete, harmonische 
Gerade ist." 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt, wie man 
leicht sehen, wird, aus (II.) oder ($• 4.). 

VI. „Durch einen gegebenen Punkt 
mittelst des Lineals eine Gerade zu> zie- 
hen, welche mit zwei gegebenen Geraden 
nach einem und demselben Punkte ge- 
richtet ist, wenn nämlich dieser Punkt, 
wegen Hindernisse, unzugänglich ist." 

Es sei etwa B (Fig. 2.) der gegebene Punkt 
und AM, HL die gegebenen Geraden, welche 
aber nicht bis zu dem Punkte F, nach welchem 
sie gerichtet sind, sollen verlängert werden kön- 
nen. Man ziehe die Geraden AB, HB, welche 
die gegebenen Geraden in C, I schneiden, und 
ziehe ferner die .Geraden AH, IQ, die sich in G 
kreuzen; durch diesen Punkt G lege man eine 
beliebige Gerade GM (die nicht durch B zu gehen 
braucht), welche die gegebenen in M, L schneidet, 
und ziehe sofort AL, HM, die sich in K kreuzen: 
so wird die Gerade KB der Aufgabe genügen. 
Das Verfahren bleibt sich gleich, der Punkt B 
mag zu den gegebenen Geraden AM, HL eine 
Lage haben, welche man will, wie z. B. die Lage 
von G\ eben so können diese . Geraden gegen 
einarider eine Lage haben, welche man will, z. B. 
parallel sein. 

Die Richtigkeit dieser Auflösung beruht, wie 
man bemerken wird, auf dem vorhergehenden 
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»Ätze (V.). (Vfcrgl. Abhang, geom. Qest al- 
ten. TM. I. S. 77.) 



II. Konstruktionen mittelst des Lineals unter 
gewissen Voraussetzungen. 



A. Wenn Parallele, oder rational ge- 
theilte Strecken gegeben sind. , 

§.6. 

In Ansehung der obigen Aufgabe (§. 5, I.) 
findet ein wichtiger besonderer Fall statt, der nä- 
her betrachtet werden mufs. ' 

Tritt nämlich der besonder^ Fall eip, dafs 
bei den drei gegebenen Punkten G, D y F der 
Punkt D gerade in der Mitte zwischen den Punk- 
ten G und F liegt, so wird der vierte, ihm zuge- 
ordnete, harmonische Punkt JE sich in's Unendli- 
che entfernen, d. h., so mufs die Gerade fff y 
durch welche er gefunden wird, mit der gegebe- 
nen Geraden GDF parallel sein. Und umgekehrt: 
Schneidet man zwei Seiten AG, AF eines belie- 
bigen Dreiecks GAF durch irgend eine , der 
Grundlinie GF parallele, Gerade HI (Fig. 3.), 
verbindet die Durchschnittspunkte ff, I mit den 
gegenüber liegenden Ecken an der Grundlinie 
durch Gerade FH y GI welche sich im Punkte 
C kreuzen, und zieht durch diesen und durch die 
Spitze A des Dreiecks die Gerade ACD, so 
geht diese allemal durch die Mitte D der Grund- 
linie. s 



i 
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Hierauf gründen eich die Auflösungen folgen- 
der Aufgaben« 

I. „Wenn in einer Geraden drei 
Punkte G, D,,F (Fig. 3.) gegeben sind, 

-wovon der eine. D, in der Mitte zwischen 
den zwei übrigen liegt, so soll (mittelst 
des Lineals allein) durch irgend einen 
beliebigen Pun^t H mit jener Geraden 
eine Parallele gezogen werden." 

Man ziehe die Geraden GH, FH, nehme in 
GH einen willkürlichen Punkt A, und ziehe AD, 
AF\ durch den Durchschnitt C, der FHxmA AD, 
ziehe man aus G die Gerade GCI, welche die 
AF in / schneidet, so ist endlich HI die gefor- 
derte Parallele. > 

II. j,Wenn irgend Zwei parallele Ge- 
rade GF, HI (Fig. 3.) gegeben sind, so 
soll irgend eine gegebene Strecke in der 
einen oder andern, etwa die Strecke GF, 
gehälftet werden." 

Man ziehe aus einem willkürlichen Punkte A 
nach den Endpunkten G, Fdev gegebenen Strecke 
Gerade AG, AF, welche die andere Parallele in 
H, I schneiden (im Falle der Punkt A zwischen 
den Parallelen läge, wie C, oder jenseits GF, 
inüfste man die Geraden AG, AF verlängern, bis 
sie HI schnitten) ; diese Durchschnittepunkte ver- 
binde man mit jenen Endpunkten durch Gerade 
HF, IG, die sich in irgend einem Punkte C 
schneiden; durch diesen und durch jenen angenom- 
menen Punkt A lege man endlich die Gerade 
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ACD- so wird diese durch die Bütte D der ge- 
gebenen Strecke 6^ gehen. 

IIL „Wenn irgend zwei parallele 
Gerade gegeben sind, so soll durch ir- 
gend einen gegebenen Punkt eine dritte 
Parallele gezogen werden." 

Man hälfte, nach (IL); irgend eine beliebige 
Strecke in einer der zwei gegebenen Geraden, so 
ist alsdann die Aufgabe auf (I.) zurückgeführt. 

IV. „Wenn zwei parallele Gerade und 
in der einen irgend eine begrenzte Strecke 
gegeben sind, so soll man: 

ä) in der nämlichen Geraden eine an- 
dere Strecke, welche ein beliebiges 
Vielfache, etwa das /»fache, von je- 
ner Strecke ist, von irgend einem 
' gegebenen Punkte an, abstecken; 
oder 

b) die gegebene Strecke in irgend eine 
gegebene Anzahl gleicher Theile 
theilen, oder in zwei Theile theilen 
die sich zu einander verhalten, wie 
zwei gegebene Zahlen; oder endlich 

c) eine andere Strecke finden (in der 
nämlichen Geraden), die zu der ge- 
gebenen ein gegebenes rationales 
Verhältnifs hat." 

Es seien ÄF, 6f (Fig. 4.) die gegebenen Pa- 
rallelen, # und etwa BC die gegebene Strecke. 
Man ziehe durch einen beliebigen Punkt A eine 
dritte Parallele AG (III.), und nach den End- 
punkten der Strecke die Geraden AB, AC, wel- 
che 
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ehe die zweite Parallele in b, c schneiden; sofort 
ziehe man die Gerade Cb, die der dritten Paralle- 
len in G begegnet, und ziehe GoD, so wird, wie* 
laicht zu sehen, DCs=BC, und folglich BD dop- 
pelt so grofs als die gegebene Strecke BC sein« 
Zieht man nun weiter die Gerade AD und sor 
dann GdE; dann ferner AE und darauf GeF, 
u. s. w., so werden offenbar, die Strecken BC, 

CD, DE, EF, gleich grofs sein, so dafs 

man auf diese Weise jedes beliebige Vielfache 
der Strecke BC erhält, wie zum Beispiel BF ihr 
Vierfaches ist. 

(d) Soll nun ein solches Vielfache von irgend 
einem gegebenen Punkte Xan abgeschnitten wer* 
den, so ziehe man die Gerade Xb (oder Xf), 
verlängere sie, wenn es nöthig ist, bis sie die 
AG in Y schneidet, und ziehe YfZ, so wifrd 
XZ die verlangte #fache (hier vierfache) Strecke 
sein/ ^ 

(b) Soll die gegebene Strecke BC in n gleiche 
Theile getheilt werden, so ziehe man, wenn bf das 
n fache von 6c ist, die Geraden Cb, Bf, die sich 

in* / kreuzen, und ziehe sofort cly$ dIS, eh, , 

so werden die Strecken Cy, yd, de, . •... einander 
gleich, und zwar jede der nie Theil von der ge- 
gebenen Strecke BC sein. 

Soll die gegebene Strecke BC in zwei Ab- 
schnitte getheilt werden, die sich verhalten wie 
zwei gegebene Zahlen p, q, so mufs bfdas (p-hq) 
fache von bc sein, und alsdann zählt man von b 
an p Strecken bc, cd, ab, zieht vom End- 
punkte der letzten, z« B« . von d, die Gerade dld, 

B 
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so werden ßich die Abschnitte C\ BD verhalten 
wie p : y. 

(c) Soll endlich eine Strecke gefunden weis 
den, die sich zu' der gegebenen verhält, wie q : p y 
eo ziehe man, wenn etwa,/?/, db sich ebenfalls wie 
q : p verhalten, die Geraden Bb> Cd, und aus 
dem Punkt r in welchem diese sich kreuzen, ziehe 
man eine Gerade durch f*> so wird diese der Ge- 
raden BC in irgend einem Punkte, der W^heifsen 
mag, begegnen, und es ist sodann CW die ver- 
langte Strecke, d» h., es wird sich BC: CW=p\q 
verhalten. 

« 

Anmerkung. Soll von der gegebenen Strecke 
BC blofs ein bestimmter einfacher Theil abge- 
schnitten werden, d. h., ein Stück abgeschnitten 
werden, welches sich zur ganzen verhält, wie l:n, 
wo n eine ganze Zahl ist, so kann man auch wie 
folgt verfahren: 

Aus einem willkürliehen Punkte. A (Fig. 5.) 
ziehe man nach den Endpunkten der Strecke die 
Geraden AB y AC, welche mit der andern Paral- 
lelen die Durchschnitte 6; c bilden; sodann ziehe 
man die Geraden Bc> Cb 3 die sich in «/schneiden, 
und ziehe weiter AdD y so ist CD die Hälfte der 
gegebenen Strecke BC. 

Wird nun ferner die Gerade cD 9 die der Cb 
in e begegnet, und sofort AeJE gezogen, so ist 
CE=%BC. Denn vermöge des vollständigen Vier- 
sens Aced (dessen drei Diagonalen Ae, cd> CO 
sind) sind die vier Punkte B> D y E 9 C harmo- 
nisch (§• 4.), so dafs man hat 

CE : ED** DB \CB \ 
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voraus folgt, da DB «= CD =» \CB, dafc 

CE m, \CB. 

Auf' ähnliche Weise folgt, dafs, Trenn ,man 
weiter cE zieht, die die Cb in y schneidet, und 
sodann AfF 9 date dann CF*=%CB sei; und dafs 
durch dasselbe Verfahren man zu CG=*\CB ge- 
langt, u. s. w. f. 

Dieses sinnreiche Verfahren scheint von ei- 
nem französischen Artillerie - Capitata, Brian- 
cAön, zuerst angewendet worden zu sein (Appli* 
cation de la ThdoHe des Transversales, Paris 
1818, p. 37.). Derselbe behandelt auch mehrere 
der vorhergehenden Aufgaben, und zeigt beson- 
ders, welche vorteilhafte Anwendungen auf dem 
Felde, im Kriege u. s. w. sich von solchen Auf- 
gaben machen lassen, weshalb ich Militaira und 
Feldmesser auf seine Arbeit verweise. 

f. 7. 

„Wenn in einer Geraden zwei neben 
einander liegende Strecken BD, DC (Fig. 
,6.) gegeben sind, die irgend ein gegebe- 
nes rationales VerhSltnifs zu einander 
haben, so soll man (mittelst des Lineals allein) 
durch irgend einen beliebigen Punkt mit 
der gegebenen Geraden eine Parallele 
ziehen." 

Da diese Aufgabe wohl mehr theoretisches 
Interesse als praktischen Nutzen, haben mag, so 
will ich hier die Möglichkeit ihrer Lösung nur 
kurz andeuten, und das Auffinden der leichtesten 
und bequemsten Auflösung Andern überlassen. 

B2 
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Die Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, so» 
bald man in der gegebenen Geraden irgend drei 
Punkte gefunden hat, wovon der eine gleich weit 
von den zwei übrigen entfernt ist (§. 6, L). 

Das gegebene rationale Yerhältnifs der ge- 
gebenen Strecken BD, DC läfst sich immer, in 
welcher Form es auch gegeben sein mag, durch 
zwei ganze Zahlen a, b ausdrucken, welche unter 
sich Primzahlen sind. Angenommen es sei <*>£* 
Man konstruire zu den drei gegebenen Punkten 
JJ, Dj C den vierten, dem D zugeordneten, har- 
monischen Punkt E (§. 5, I.), so hat man: 

BD : CD « BE : CE 
oder, wenn man statt der Linien die ihnen ent- 
sprechenden Zahlen setzt, und CE durch die Zahl 
x ausdruckt: s 

a : 6 =* (a+b-hx) : x 
und folglich 

b(a+b\ 
a — 6 
Wird BC = a + 6 =»y gesetzt, so hat man 



«r 



oder 

L x yy =a b :(«-£), 
das heifst: „Aus den gegebenen Strecken. 
BD, CD, die sich verhalten wie die Zah- 
len a, £, lassen sich zwei neue Strecken 
BC, CE odery, x 9 finden, die sich verhal- 
ten, wie die Differenz der gegebenen 
Zahlen a-b zu der kleineren Zahl b" Da- 
her wird mgn, , durch wiederholte Anwendung die- 
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ses Verfahrens, endlich zu zwei Strecken gelan- 
gen, die einander gleich sind, d. h., man wird drei 
Punkte haben« wovon der eine in, der Mitte zwi- 
sehen den zwei .übrigen liegt, und wodurch sodann 
die vorgelegte Aufgabe auf die obige (§. 6, I.) 
zurückgebracht ist. Denn ist z. B. die Differenz 
a—6 gröfser*als b y so wird man durch eine neue 
Konstruktion zwei Sirecken erhalten, die sich ver- 
halten wie 6 : (a— 2£); und so kann man fort- 
fahren, bis man zu zwei Strecken gelangt, die 
sich verhalten wie b : (a-~nb\ wo der Resta-**£ 
. kleiner als b, und etwa = c ist. Sodann findet 
man weiter zwei Strecken, die sich verhalten wie 
e : £— c, u. s. w. f., was uothwendigerweise zu- 
letzt, da a> b, c 9 ganze Zahlen sind, die der 

Reihe nach immer kleiner werden, zu zwei Strecken 
führen mufs, die sich verhalten wie 1:1. 

Wird DE oder b+#=% gesetzt, so hat man, 
wenn statt x der obige Werth gesetzt wird: 

b(a+b) 
a x% aa a ; 6 ■+• , - 

Ot — O 

oder 

2. a : * =» a-b : 2/5, 

das heifst: durch die nämliche Konstruction ge- 
langt man zu zwei Strecken BD^ DE, welche sich 
verhalten, wie die Differenz der gegebenen, Zahlen 
a~b zu der doppelten kleineren Zahl 2£, wodurch 
man, in gewissen Fällen, sich etwas schneller dem 
verlangten Yerhältnifs 1 : 1 nähern kann« 
Ist zum Beispiel 

a) acr2, und ä = 1, 
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so ist xts*3 und mithin C in der Mitte «wischen 
B und E$ und wenn 

0) a = 3, und 6«1, 
so ist #=2 und mithin V in der Mitte zwischen 
B und i?. Jeder dieser zwei Fälle erfordert also 
nur eine einzige Hülfskonstruction. 



B. Wenn zwei Paar Parallele, oder zwei 
rational getheilte Strecken, oder Pa- 
rallele und/rational getheilte Strecken 
zugleich gegeben sind« 

f. 8. 

I. „Wenn in einer Ebene irgend zwei 
Paar parallele Gerade, also irgend ein 
Parallelogramm gegeben ist, so soll man 
(mittelst des Lineals allein) 

a) nach allen Richtungen parallele 
- Gerade ziehen, d. h., mit irgend ei- 
ner gegebenen Geraden durch ir- 
gend einen gegebenen Punkt eine 
Parallele ziehen, und 

b) jede beliebige gegebene Strecke 
. nach irgend einem gegebenen Ter- 

hältnifs vervielfachen oder theilen." 
Es seien AB und DC, AD und BC (Fig. 7.) 
die gegebenen Parallelen und mithin ABCD das 
gegebene Parallelogramm, dessen Diagonalen AC, 
BD sich in E schneiden. Durch den Punkt E 
lege man mit einem der zwei Paar Parallelen, et- 
wa mit AD y BC, eine dritte Parallele EF, so be- 
findet sich diese offenbar in der Mitte zwischen 
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jenen zweien, <L lu, sie ist von beiden gleich weit 
entfernt, so dafs als^ diese drei Parallelen jede 
andere Gerade (die nicht mit ihnen parallel ist) in 
drei solchen Punkten schneiden, wovon der eine 
in der Mitte zwisohen den zwei übrigen liegt. 

Ist nun eine Gerade, etwa GK> gegeben, so 
wird dieselbe von den drei Parallelen in den drei 
Punkten G, F 9 ff geschnitten, wovon der eine, 
JF, in der Mitte zwischen den zwei übrigen, G und 
//, liegt, und wodurch also der. Forderung («): 
„durch jeden willkürlichen Punkt mit der Geraden 
GK eine Parallele zu ziehen", zufolge ($. 6, L), 
genügt werden kann. * 

Oder, anstatt die dritte Parallele EF zu zie- 
hen, kann man auch wie folgt verfahren. Durch 
die Punkte /, ÜT, in welchen die gegebene Gerade 
GK die Parallelen AB y DC schneidet, ziehe man 
die Geraden IE, KE, welche diesen Parallelen 
in //, M begegnen, so wird die Gerade LM of- 
fenbar der IK parallel sein, und sodann kann 
durch jeden beliebigen Punkt, zufolge (§. 6, III), 
mit IK eine Parallele gezogen werden. 

Die zweite Forderung (fi) wird durch Hülfe 
der ersten und nach Anleitung von (§. 6, II») er- 
ledigt. 

IL „Wenn Jn einer Ebene entweder: 
o) drei Parallele, welohe irgend eine 
« vierte Gerade in gegebenem ratio- 
nalen Yerhältnifs schneiden; oder 
b) in zwei Parallelen irgend zwei 
Strecken, welche ein gegebenes ra- 



* 
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tionalee Verhaltnlfs zu einander 
haben; oder ^ 

c) irgend zwei Parallele nnd irgend 
eine in gegebenem rationalen Yerw 
hältnifs getheüte Strecke; oder 
enjUieh 

d) zwei beliebige, nicht parallele 
Strecken, wovon jode in irgend ei- 
nem gegebenen rationalen Verhält- 
nifs getheilt ist, \ 

gegeben sind, so soll man: 

<*) nach jeder beliebigen Richtung Per 

rallele ziehen, und 
ß) jede beliebige gegebene Strecke 
nach jedem beliebigen rationalen 
Verhältnifs' theilen oder verviel- 
fachen." 
Fall a. Schneiden etwa die drei Parallelen 
AB, CD, EP (Fig. 8.) eine vierte Gerade AE so, 
dafs sich ihre Abschnitte AC, CE verhalten wie 
p f g> wo p, f relative Primzahlen sind, so ver- 
vielfache man in der einen Parallelen, etwa in 
AB, eine willkürliche Strecke, upd nehme AG 
gleich dem p fachen und GB gleich dem q fachen 
dieser Strecke (§. 6, IV, a.), ziehe sofort die 
Geraden GC y BE, so werden diese parallel sein 
(weil AC; CE = AG : GB = p : ?), und dar 
durch ist also die vorgelegte Aufgabe auf die vo- 
rige (I) zurückgeführt. 

Um ein anderes Paar Parallele zu erhalten, 
könnte man auch, zufolge (§• 7.), mit der in ra- 
tionalem Verfrältnifs . geheilten Geraden AE ir- 
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gend eine Parallele ziehen, was aber weitläufiger 
sein würde, als das erste Verfahren. 

Fall b. Es seien AB, CD (Fig. 8.) die ge- 
gebenen Parallele^ und etwa AB, CH die gege- 
benen Strecken, welche sich verhalten wie zwei 
gegebene Zahlen /», q. Man ziehe durch die End- 
punkte der Strecken die Geraden AC, BH y die 
sich in irgend einem Punkte . E schneiden (man 
konnte eben so die Geraden AH y BC ziehen), so 
wird man, vermöge der ähnlichen Dreiecke AEB y 
CJEJEfy z. B. haben 

AE : CE = AB: Cff = p: fy 
mithin ist auch das. Yerhältnifs der Strecken 
AC : CE gegeben, nämlich =0»— g) : y, so dafs 
also dadurch der gegenwärtige Fall auf den vori- 
gen («) gebracht ist. (Es ist dabei nicht nöthig 
die dritte Parallele EF zu ziehen, was leicht zu 
sehen ist.) » 

Fall e* Sind etwa A y B (Fig. 9.) die gege- 
benen Parallelen und CE die gegebene Strecke, 
welche in J) so getheilt ist, dafs die Abschnitte 
CD y DJS sich verhalten wie zwei gegebene Zah- 
len /?, f. -Man ziehe durch die Punkte C, D, E 
drei Gerade, welche den Geraden A y B parallel 
sind (f. 6, III.), so hat man alsdann den ersten 
Fall («). 

_ Oder, man ziehe durch irgend einen beliebi- 
gen Punkt eine Parallele mit CE (§. 70? so hat 
man die Aufgabe auf die obige (I.) gebracht. 

Fall rf. Sind etwa AC> DF (Fig. 10.) die 
gegebenen Strecken, welche durch dip Punkte 2?, 
E in gegebenem Verhältnis getheilt sind, so dafs 
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AB : BC => p : ? wi DJS : EF = r : #, wo p 9 

y, r 9 $ gegebene Zahlen Bind, so ziehe man. durch 
irgend einen Punkt eine Parallele mit AC und 
durch (denselben oder) irgend einen andern Punkt 

i 

eine Parallele mit DF (f. 7.): so hat man die 
Aufgabe auf die obige (I.) zurückgeführt Oder 
man ziehe durch zwei Punkte der einen Geraden, 
etwa durch F, E y mit der andern Geraden AC 
Parallele ($• 7.)? so hat man die Aufgabe auf den 
Fall (a) gebracht, und die Konstruction wird, in 
den meisten Fällen, im Ganzen etwas kurzer sein 
als die vorige. 



C. Wenn ein Quadrat gegeben ist. 

§.9. 

Aufser den Aufgaben, welche vorhin durch 
Hülfe eines beliebigen Parallelogramms sich lösen 
liefsen (§. 8, I.) 5 können in dem besondern Falle, 
wo das Parallelogramm ein Quadrat ist, unter tan- 
dern noch folgende Aufgaben gelöst werden« 
* . „Wenn in einer Ebene irgend ein Qua- 
drat gegeben ist, so soll man: 

a) auf irgend eine gegebene Gerade, 
aus irgend einem gegebenen Punkt, 
einen Perpendikel fällen; 
6) irgend einen gegebenen rechten 

Winkel hälften; 
c) irgend einen gegebenen Winkel be- 
liebig oft vervielfachen." 
Es sei ABCD (Fig. IL) das gegebene Qua- 
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drat, und E der Durchsehnittspunkt sfeiner Diago- 
nalen AC y BD y also sein Mittelpunkt. 

Zieht man durch den Mittelpunkt eine belie- 
bige Gerade GF> so ist esieicht, diejenige Gerade 
IK zu finden , welche im Mittelpunkt E auf ihr 
senkrecht steht. Nämlich man zieht ans F die Ge- 
rade FH parallel der Seite BC oder AD (§• 6, 
III.), und sodann aus dem Punkt J5T, in welchem 
sie die Seite AB trifft, die Gerade MI parallel 
der Diagonale AEC (§»6, L), so wird die Gerade 
IEK zu FEG senkrecht sein. Denn zufolge die- 
ser Ronstruction ist, wie leicht zu sehen, FC 
« AB — BI y und ferner ist BE » CE und Winkel 
EBI = ECF, folglich die Dreiecke EBI und JECF 
einander gleich , daher Winkel BEI = CEF und 
folglich Winkel BEC =* TEE = einem Rechten* 

Da aus der Gleichheit der Dreiecke BEI und 
OEi- ta. fc*. *» ^/ 5= BF, miüd« *. 
Dreieck /KF ein gleichschenkliges , so dafs also 
die Gerade UZ/, welche dessen Winkel an der 
Spitze E hälftet, auf der Grundlinie IF senkrecht 
steht: so läfst sich dieser Winkel leicht hälften« 
Denn zu diesem Endzweck ziehe man EN paral- 
lel IF und OK y und ziehe, nach der eben ge- 
zeigten Weise, MEL rechtwinklig auf JSiV,'80 
wird EL den rechten Winkel IEF hälften. 

Wird nun verlangt, es soll auf eine beliebige 
gegebene Gerade gf 9 aus irgend einem gegebenen 
Punkte f, ein Perpendikel gefallet werden (a) , so 
sieht man durch den Mittelpunkt E die Garade FG 
parallel /g 9 errichtet KEI rechtwinklig auf FEG 
und zieht durch den gegebenen Punkts die Gerade 
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ie parallel IEK (§. 6. 1.); so hat man offenbar die 
Forderung erfallt. Es ist klar, dafs das Verfahren 
sich gleich bleibt, wenn aus dem Punkte *, in der 
gegebenen Geraden ^f, auf diese ein Perpendikel 
anrichtet werden soll. 

Wird ferner verlangt ,. man soll irgend einen 
gegebenen rechten Winkel fei hälften {b\ so zieht 
man EF parallel ef und EI parallel ei, hälftet so- 
fort den Winkel FEI mittelst der Geraden EL 
und zieht 'endlich durch den Punkt e 9 mit EL pa- 
rallel; die Gerade el y so wird diese offenbar der 
Forderung genügen. 

Der Fall (c) endlich läfst sich mittelst des 
Falles (a) und einer früheren Aufgabe (§. 5, III.) 
leicht erledigen. Denn errichtet man ans dem 
Scheitel des gegebenen Winkels auf einen seiner 
Schenkel, welche a 9 b heiisen mögen^ etwa auf &, 
einen Perpendikel (wie so eben gezeigt worden («)), 
so kann sofort dieser Winkel, nach Anweisung von 
(§. 5, III), verdoppelt werden, d. h., man hat 
zwei Winkel («£), (bc) y die einander gleich sind 
und den Schenkel b gemein haben, so dafs der 
Winkel (ac) das- Zweifache des gegebenen Win- 
kels (ab) ist. Errichtet pnan nun weiter auf die- 
selbe Weise auf den Schenkel c einen Perpendikel 
und verdoppelt die. an diesem Schenkel liegenden 
beiden Winkel (cb), {ca\ 90 erhalt man zwei neue 
Schenkel d y e> und es ist (ad) das Dreifache und 
(ae) das Vierfache des gegebenen Winkels (ab). 
Auf gleiche Weise gelangt man nun mittelst eines 
Perpendikels auf den letzten Schenkel e zum 5-, 
6-, 7* und 8 fachen des gegebenen Winkels, und so- 
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dann durch einen neuen Perpendikel. zum 9- bis 
16 fachen u. s. w. f., nämlich durch den »ten Per- 
pendikel gelangt man zum (2"+l)- bis 2"* 1 fachen» 
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Zweites Kapitel. 

lieber einige Eigenschaften des Kreises. 



I. Von harmonischen Eigenschaften. *) 

§. 10. 

I. Sind a, 6, c, b (Fig 12.) irgend vier har- 
monische Punkte, so sind jede vier Strahlen er, b, 
C) d, welche von irgend einem Punkte B aus durch 
dieselben gehen, ebenfalls harmonisch (§. 3.). Wer* 
den die vier Punkte als fest angenommen und sol- 
len von den Strahlen zwei zugeordnete, etwa a und 
c, zu einander rechtwinklig sein, mithin die von 
den zwei übrigen eingeschlossenen Winkel hälfen, 
so dafs Winkel (ab) = (ad) und (cb) =*(cd) (§. 3, 
IV.), so ist offenbar der Ort des Punktes B ein 
Kreis M, welcher die Strecke ac zum Durchmes- 
ser hat. 

Die Strahlen. b y d begegnen dem genannten 
Kreise M zum zweiten Male in e, f. Da Winkel 



*) Obschon diese Eigenschaften zu dem Hauptzwecke 
dieser Schrift (drittes Kapitel) wenig dienlich sind, so wer- 
den sie dennoch hier kurz entwickelt , und zwar deshalb, 
weil sie an und für sich interessant sind, in den Lehrbü- 
chern aber noch* fast>gänzlich fehlen, und weil sie sich hier 
aus den vorhergehenden Betrachtungen leicht und elemen- 
tar ableiten lassen. 
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{ie) «= («fc>, so Ist auch Bogen ee = ffc. Daher 
folgt (wenn man die gleichen Sehnen ec, fc zieht), 
dafs Winkel y « d und Winkel ebc = fbc; nnd 
hieraus folgt weiter, dafs der zu 4en drei Strahlen 
be, bc, bf gehörige, dem bc zugeordnete, vierte haiv 
monische Strahl bq zu be senkrecht ist und mit 
den beiden übrigen Strahlen be (oder bff), bf glei- 
che Winkel bildet, nämlich Winkel <r = /?, und 
dafs eben so der zu den drei Strahlen bc, bt, bf ge- 
hörige, dem bc zugeordnete, vierte harmonische 
Strahl bj zu dem Strahle bc senkrecht ist, und 
mit den zwei übrigen be, bf gleiche Winkel bildet* 
Vermöge dieser harmonischen Strahlen folgt end- 
lich weiter, dafs b, f, tj, B und eben so B 3 b, e, f 
vier harmonische Punkte sind. 

N Da bei dieser Betrachtung die vier Punkte a, 
b, c, b, so wie der Kreis M y als fest vorausgesetzt 
sind, so sind auch die Geraden bq und by, wovon 
die. erste den Kreis in p, q schneidet, fest, dage- 
gen ändern die Strahlen £, d, bf, be ihre Lage mit 
dem Punkte B zugleich, nämlich sie drehen sich 
. um die festen Punkte b, b, während B den Kreis 
durchläuft. Da ferner die veränderlichen Winkel 
a und ß stets einander gleich sind, so müssen B 
und f sich gleichzeitig dem festen Punkte q nä- 
hern, so dafs sie sich zuletzt zugleich mit ihm ver- 
einigen, und dafs folglich die Gerade bq, in welche , 
in diesem Falle der Strahl d übergeht, Tangente 
des Kreises ist. (Das Letztere folgt auch daraus; 
dafs, wenn man sich den Punkt B nach dem fe- 
sten Punkte q gelangt vorstellt, und sich sodann 
die Strahlen qa 9 qb, qc, qb denkt, diese harmonisch 
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sind und aufserdem qa und <|C zu einander recht- 
winklig, mithin Winkel cqb = qb = cpb, und folg- 
lich bqf Tangente ist.) Eben so folgt, dafs bp Tan- 
gente des Kreises ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt unter andern 
der nachstehende Satz. 

„Zieht man durch irgend einen festen 
Punkt, b oder b, beliebige Gerade, wie' 
etwa JBbej oder bftyi?, welche einen festen 
Kreis M schneiden, so ist der Ort desje- 
nigen Punktes, f oder ty, welcher zu den 
zweiDurchschnittspunkten, B und e, oder 
[und 5, und zu jenem festen Punkte, b 
oder b, der vierte, dem letztern zugeord- 
nete, harmonische Punkt ist, eine be- 
stimmte Gerade, jb oder tyb, welche auf 
demjenigen Durchmesser des Kreises 
senkrecht steht, der durch den festen 
Punkt geht, abcb, und welche aufserhalb 
des Kreises liegt (jb) oder ihn schneidet 
0>b), je nachdem der feste Punkt inner- 
halb (b) oder aufserhalb (b) desselben 
sich befindet. 5 * »Im letztern Falle, wo 
der feste Punkt b aufserhalb des Kreises 
liegt, schneidet die genannte zugehörige 
Orts-Gerade tyb den Kreis in denjenigen 
Punkten p, q, in welchen er von den durch 
den festen Punkt b gehenden Tangenten 
bp, bq berührt wird." 

Vermöge dieser gegenseitigen Beziehung des 
jedesmaligen festen Punktes, b oder b, und der zu- 
gehörigen Orts -Geraden , |b oder tyb, heifst jener 
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der „harmonische Pol" der letztem, und diese 
heifst die „Harmonische" jenes Punktes in Be- 
zug auf den festen Kreis. 

IL Zieht pnan aus dem festen- Punkte b ir- 
gend zwei Secanten durch den Kreis üf, etwa bg 
und bt, so bestimmen die vier Durchschnittspunkte 
*> g> h * vier Gerade tye{, tgl, efi, gfy, oder ein voll- 
ständiges Vierseit, dessen Diagonalen einander 
harmonisch schneiden (§. 4.), so dafs also die 
zwei Diagonalen eg und fi von der dritten I( in 
denjenigen Punkten n und m geschnitten werden, 
welche zu den drei Punkten b, e, g und b, $, i die 
vierten, dem b zugeordneten, harmonischen Punkte 
sind; da aber, zufolge des vorstehenden Satzes^(L), 
die nämlichen Geraden beg, btyi von der Geraden 
pfeq in denselben harmonischen Punkten n, m ge- 
schnitten werden, so mufs folglich die Diagonale 
fl mit der Geraden pq zusammenfallen, d. h., die 
Punkte f, i müssen in der Harmonischen pq des 
Punkts b liegen. Eben so folgt, dafs, wenn man 
durch den Punkt b irgend zwei Secanten j?be, akt 
zieht (wovon die letztere nicht Durchmesser zu sein 
braucht), ihre vier Durchschnittspunkte 2?, e, a, C 
mit dem Kreise, ein vollständiges Vierseit ae$, 
2?c$, oBty ecr bestimmen, dessen dritte Diagonale 
t£ die zwei übrigen Bt, ctc in denjenigen Punkten 
j, b schneiden mufs, welche zu den drei Punkten 
j?, Ib, e und a, fr, c die vierten, dem b zugeordne- 
ten, harmonischen Punkte sind, dafs folglich die 
Diagonale. r$ mit der Harmonischen $b des Punkts 
fr zusammenfällt. Also: 

„Ziejit man aus irgend einem festen 

Punkte, 
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Punkte, b oder 6, zwei beliebige Secanten, 
bg, bt oder Bt, ac, durch einen festen Kreis 
Jf, so bestimmen ihre vier Durchschnitts« 
punkte, e, g, l), i oder B 9 e, a, c, ein (einfa- 
ches) Viereck, (welches jene Secanten 
zu Diagonalen hat, und) dessen gegen- 
über stehende Seitenpaare, $e und ig, et 
und gl), oderüc und ac, aß und ec, sich auf der 
Harmonischen, pq oder jb, des jedesmali- 
gen festen Punktes, b oder b, schneiden, 
nämlich in, den Punkten I, Tf oder 3, r. " 

III. Zufolge dieses Satzes (II.) mufs also 
die Harmonische des Punktes (, da f)e und ig zwei 
durch diesen Punkt gehende Secanten sind, durch 
die Punkte b und t gehen; sie geht aber auch, 
zufolge (I.), zugleich durch die Berührungspunkte 
der aus dem Punkt ( an den Kreis gelegten Tan- 
genten* Daraus kann geschlossen werden: dafs 
die Harmonische jedes beliebigen Punktes f, der in 
der Geraden pq, aber jenseits des Kreises, also 
auf der einen oder andern Seite in deren Verlän- 
gerung liegt,' durch den harmonischen Pol b dieser 
Geraden geht, und dafs, umgekehrt: der harmoni- 
sche Pol jeder durch den festen Punkt b gehen- 
den Secante in der Harmonischen pq dieses Punktes, 
aber jenseits des Kreises, liegt; so dafs also die 
in den Durchschnittspunkten der Secante, etwa in 
% t bei der Secante bt)i, an den Kreis gelegten 
Tangenten sich in der genannten Harmonischen 
schneiden. Es gehen aber auch die Harmonischen 
aller Punkte, welche innerhalb des Kreises in der. 
Geraden pq , also in der Strecke pq , liegen, durch 

C 
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den hanftonischen Pol b dieser Geraden. Denn 
denkt man sich z. B. die Harmonische des Punktes 
m, so mufs dieselbe der Geraden itn^ in demjeni- 
gen Punkte begegnen, welcher zu den drei Punk- 
ten ij nr, $ der vierte, dem m zugeordnete, harmo- 
nische Punkt ist (I.), folglich mufs sie ihr in b 
begegnen* 

Eben so folgt, dafs die Harmonische jedes 
Punktes in der festen Geraden |b (welche den 
Kreis nicht schneidet) durch den harmonischen 
Pol b der letztem geht* Denn 1 denkt man sich 
etwa die Harmonische des Punktes j, so mufs sie 
der Geraden %tB in demjenigen Punkte begegnen, 
welcher zu den drei Punkten y, e, JBt der vierte, 
dem ; zugeordnete 5 harmonische Punkt ist (I.); 
da aber, zufolge der obigen Betrachtung, der Punkt 
i diese Eigenschaft besitzt, so mufs sie folglich 
durch 6 gehen. Da der Punkt r aufserhalb des 
Kreises liegt, so öind aus ihm Tangenten an die- 
sen möglich, durch deren Berührungspunkte seine 
Harmonische geht (I.)» 

Aus dieser Betrachtung fliefsen unter andern 
folgende Sülzet 

1. „Liegt ein Punkt in irgend einer 
Geraden (wie etwa ( oder ttt in pq> oder $ oder 
r in jb), so geht seine Harmonische durch 
ihren harmonischen Pol (b oder ()•" 

Oder mit andern Worten, ausführlicher: 

2. „Die Harmonischen aller Punkte, 
welche in irgend einer Geraden (j>q oder 
f b) liegen, schneiden ein.ander in einem 
bestimmten Punkte (b oder b), nftmlich im 
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harmonischen Pol jener Geraden;* und 
umgekehrt: *,die harmonischen Pole aller 
Geraden, welche durch irgend einen 
festen Punkt (b oder t) gehen, liegen in 
der Harmonischen (pq oder fr) des letz- 
teren," 

3. „Läfst man, in der Vorstellung, 
zwei Tangenten eines festen Kreises M 
sich so bewegen, dafs ihr gegenseitiger 
Durchschnittspunkt (I oder r) längs ir- 
gend einer festen Geraden (pq oder fr) 
fortgleitet, so dreht sich die Gerade, 
welche durch ihre Berührungspunkte 
geht, um irgend einen bestimmten festen 
Punkt (b oder b)." Und umgekehrt;: „Dreht 
sich eine Secante eines festen Kreises 
um irgend einen festen Punkt (b oder b), 
so bewegt sich der Durchschnittspunkt 
der Tangenten, durch deren Berührungs- 
punkte sie geht, längä irgend einer be- 
stimmten Geraden (pq oder jr). " 

IV. Die vorstehenden Betrachtungen geben 
em bequemes Mittel an die Hand, um die folgen- 
den Aufgaben durch Hülfe des Lineals al- 
lein zu lösen« 

1. „Wenn in einer Ebene irgend ein 
Kreis M gegeben ist, so soll man a) die 
Harmonische irgend eines gegebenen 
Punktes, und ß) den harmonischen Pol ir- 
gend einer gegebenen Geraden finden.'* 

Es sei etwa b oder b (Fig. 12.) der gegebene 
Punkt. Man ziehe durch denselben zwei beliebige 

C 2 
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Secanten, etwa bg und bi oder Bt und ae, ver- 
binde die vier Durchschnittspunkte, e, g, £, i oder 
JGT, e, a, c, in welchen sie den Kreis üf schneiden, 
paarweise durch zwei Paar Gerade, $e, ig und $g, 
ie, oder Bt, at und aU, ec, so werden ihre Durch- 
schnittspunkte, l und t oder und r, in der ver- 
langten Geraden (<x) liegen, wodurch diese sofort 
gefunden ist. 

Ist ferner etwa die Gerade pq oder jr gege- 
ben (£), so suche man, auf die eben gezeigte Weise, 
zu irgend zwei Punkten derselben, etwa zu ( und 
m, oder % und 6, die Harmonischen, so wird ihr 
Durchschnittspunkt, b oder b, der verlangte Pol 

sein (HI*)* 

2. „An einen gegebenen Kreis M 
Tangenten zu ziehen, welche durch ir- 
gend einen gegebenen (aufserhalb des Krei- 
ses liegenden) Punkt b gehen. * 

Man konstruire die Harmonische pq des gege- 
benen Punktes b (1 , er.) und verbinde die Punkte 
p, <|, in welchen sie den Kreis schneidet, mit jenem 
Punkte durch Gerade, bp^bq, so sind diese die ge- 
suchten Tangenten. 

Anmerkung. Andere Sätze, welche aus der 
obigen Betrachtung unmittelbar folgen, und welche 
sunt Theil die dem Kreise eingeschriebenen und um- 
schriebenen Dreiecke, Vierecke u. s. w. betreffen, 
werden hier, als zu weit von dem gegenwärtigen 
Zwecke abliegend, übergangen. Man findet dieselben, 
nebst den vorstehenden Säteen und Aufgaben, in der 
oben genannten Schrift (Systematische Ent- 
wicklung etc.) auf umfassende, dem Gegen- 



$. 11. Vom AehnlichkeiUptmkt. 37 

stände angemessene Weise für alle Kegelschnitte 
zugleich bewiesen. — Die vorstehenden Sätze sind 
übrigens die Grundfeige der sogenannten „T Abo- 
rte des polaire* reeiproques". 

H. Vom Aehnlichkeitspunkt 

§. 11. 

Zieht man in einer Ebene durch irgend einen 
Punkt A (Fig 13.) nach allen Richtungen Strahlen 

(Gerade) Aa> Ah, Ac y • und .bezieht mittelst 

dieser Strahlen alle Punkte der Ebene dergestalt 
auf einander, dafs jedem Punkte ä, in einem sol- 
chen Strahl , Aa, ein anderer Punkt a t im näm- 
lichen Strahl entspricht und zwar unter der Bedin- 
gung, dafs die Abstände je zweier entsprechenden 
Punkte von dem Punkte A 9 Aa upd A& i9 durch- 
weg ein und dasselbe gegebene Verbältnifs haben, 
etwa n : n i9 so wird dadurch ein solches Bezie- 
hungssystem bewirkt, in welchem die Ebene dop- 
pelt gesetzt ist, oder was man sich auch so vor- 
stellen kann, als lägen zwei Ebenen, die JE, E t 
heifsen mögen, auf einander, indem nämlich jeder 
Punkt sowohl als der einen, wie der andern Ebene 
angehörend angesehen werden kann 5 z. , B. den 
Punkt (cb, ) kann man als der Ebene E angehö- 
rend betrachten, also als c, und dann entspricht 
ihm der Punkt c i , oder man kann ihn als der 
Ebene E i angehörend ansehen, das ist als b 4 , und 
dann entspricht ihm der Punkt b. 

Läfst man v\ Gedanken den Punkt a sich so 
bewegen, dafs er dem Punkte A näher rückt, so 
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mufs notwendigerweise auch der ihm entsprechende 
Punkt a t gleichzeitig dem festen Punkte A sieb 
nähern, bis zuletzt beide zugleich sich mit A ver- 
einigen. Demnach kann man sagen, es seien in 
A zwei entsprechende Punkte vereinigt, 
und es ist klar, dafs diese Eigenschaft nur diesem 
Punkte allein zukommen kann (ausgenommen bei 
dem besondern Beziehungssystem, wo das genannte 
Yerhältnifs n : n i = 1 ist, in welchem Falle jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammenfällt). 

Aus dem einfachen Gesetz, durch welches die 
entsprechenden Punkte der zwei Ebenen 2?, JS t 
bestimmt sind, folgt nun auch unmittelbar die ge- 
genseitige Beziehung, welche irgend ein System 
von Punkten in der einen Ebene zu dem ihm ent- 
sprechenden System von Punkten in der andern 
Ebene hat; d f h., wenn in der einen Ebene irgend 
eine Figur gegeben ist, so läfst sich leicht ange- 
ben, was für eine Figur ihr in der andern Ebene 
entspricht, und welche gegenseitige Beziehung ir- 
gend zwei solche entsprechende Figuren zu einan- 
der haben. Nämlich die Haupteigenschaften oder 
Hauptsätze über diese Beziehung gründen sich auf 
Folgendes: 

Es ist zunächst klar, dafs die Gerade afc, wel- 
che durch irgend zwei Punkte <*, t der einen Ebene 
E geht, mit denjenigen Geraden a t t i9 welche 
durch die entsprechenden zwei Punkte a 1? 6 1 der 
andern Ebene E t geht, parallel ist, und dafs sich die 
Strecken ab, a i b i in diesen Geraden, welche durch 
die genannten Punkte begrenzt werden, eben so 
zu einander verhalten, wie die Abstände irgend 
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zweier entsprechenden Punkte vom Punkte A ; d. lu, 
dafs sich verhält ab : d i b i = n : # t . Denn zu- 
folge des Beaiebungssysteins sind offenbar die 
Dreiecke aAb und a,i4$i ähnlich , woraus sofort 
die ausgesprochenen Behauptungen unmittelbar fol- 
gen. Aehnlicherweise folgt weiter: dafs jede der 
zwei Geraden ab, a i b i alle Punkte enthält, wel- 
che den sämmtlichen Punkten in der andern Gera- 
den entsprechen; nämlich irgend einem Punkte in 
der einen Geraden, z. • B. dem Punkte e in der 
Geraden cib, entspricht derjenige Punkt e in der 
andern Geraden V> ir welcher mit ihm m demsel- 
ben (durch A gehenden) Strahle liegt, so dafs also 
jeder Geraden in der einen Ebene irgend eine be- 
stimmte Gerade in der andern Ebene entspricht. 
Daraus fliegen folgende Sätze; 

L „Jeder Geraden in der einen Ebene 
entspricht eine bestimmte Gerade in der 
andern Ebene; d. h^ allen Punkten in der 
ersten Geraden entsprechen die sämmt- 
Uehen Punkte in der zweiten Geraden; je 
zwei solche entsprechende Gerade sind 
unter sich parallel, und je zwei entspre- 
chende Streck&u (in zwei solchen Gera- 
den) verhalten sich eben so, wie die Ab- 
stände irgend zweier entsprechenden 
Punkte vom Punkte A, also wie n : »<•" 
Und umgekehrt: „Eine Gerade, die durch 
irgend zwei Punkte in der einen Ebene 
geht, entspricht derjenigen Geraden, 
weltffie durch die, entsprechenden Punkte 
in der andern Ebene bestimmt wird." Ein 



/ t 
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wesentlicher besonderer Fall hiervon ist der fei- 
gende Satzi 

IL „In jeder Geraden, welche durch 
A geht, also in jedem Strahl, sind zwei 
entsprechende Gerade vereinigt." 

III» „Dem Durchschnittspnnkte ir- 
gend zweier Geraden in der einen Ebene 
entspricht der Durchschnittapunkt d,er 
ihnen entsprechenden Geraden in der an- 
dern Ebene." 

1Y. „Zieht man ans irgend zwei ent- 
sprechenden Punkten, etwa ans a und a,, 
nach beliebiger Richtung zwei, parallele 
Strecken, etwa at and a i e die sich dem 
Beziehungssystem gemäfs verhalten, also 
at : a t t t =n in iy so sind ihre andern End- 
punkte, t und e,, ebenfalls entsprechende 
Punkte, und liegen als solche in irgend 
einem (durch A gehenden) Strahl." 

Aus diesen Fundamentalsätzen folgen nun wei- 
ter die nachstehenden Sätze« 

Y. .„Irgend einer geradlinigen Figur 
in der einen Ebene entspricht eine ähn- 
liche und ähnlichliegende Figur in der 
andern Ebene, nämlich die Ecken beider 
Figuren sind entsprechende Punkte, so 
dafs sie paarweise in Strahlen liegen, 
und ihre Seiten sind entsprechende Ge- 
rade «(oder Strecken), also paarweise pa- 
rallel." 

VI. „Irgend einer krummen Linie 
C in der einen Ebene JE entspricht eine 
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ähnliche uad fthnlichliegende Curve C f , 
in der andern Ebene E i ; die Punkte, in 
welchen die erste Curve C von irgend 
einer Garaden O geschnitten wird, ent- 
sprechen den Punkten^ in welchen die die- 
ser entsprechende Gerade €f t die zweite 
Curve C i schneidet, so dafs also C und 
G sich in eben so vielen Punkten schnei- 
den, als C t und G i ; daher wird jeder Tan- 
gente der ersten Curve auch eine be- 
stimmte, jener parallele, Tangente der 
zweiten Curve entsprechen, und zwafc 
müssen auch ihre Berührungspunkte ent- 
sprechende Punkte sein; jeder durch A 
gehende Strahl, welcher die eine Curve 
berührt, berührt auch die andere Curve, 
und zwar berührt er sie in entsprechen- 
den Punkten*" u. s. w. 

Insbesondere folgt also hieraus, dafe: 

VII. „irgend einem Kreise * in der 
einen Ebene ebenfalls ein Kreis in der 
andern Ebene entsprechen mufs, und dafs 
auch die Mittelpunkte zweier solcher 
Kreise entsprechende Punkte sind;" 
u/s. w. 

Zufolge dieser Eigenschaften des Beziehungs- 
systems wird der Punkt A „der Aehnlich- 
keitspunkt" oder in Ansehung der beiden auf 
einander liegenden Ebenen E unb E x „der Pro- 
jectionspunkt" genannt. 

Bei einem solchen Beziehungssystem sind je- 
doch zwei wesentlich verschiedene Fälle von ein- 
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wider zu unterscheiden. Man kam nämlich ent- 
weder * 

oc) je zwei entsprechende Punkte, wie a und 
a f , auf einerlei Seite vom AehnKchkeitsr 
punkt A annehmen 9 wie. bei dar vorstehen- 
den Betrachtung geschehen ist, oder 
ß) je zwei entsprechende Punkte auf entgegen- 
gesetzten Seiten vom Aehnüchkeitspunkte 
annehmen, in welchem Fall« dieser fortan 
durch /bezeichnet werden wird. • 
Diese beiden Fälle werden in der Folge da* 
durch unterschieden, dafs man beim ersten Falle 
sagt, das Beziehnngssystetn habe einen „äufse* 
ren" und beim zweiten Falle, es habe einen „in* 
neren" Aehnlichkeitspnnkt, 

Je zwei ähnliehe Figuren, geradlinige oder 
krummlinige, lassen sich sowohl so legen, dafs sie 
einen äufseren, als so, dafs sie einen inneren 
Aehnüchkeitspunkt haben. Es giebt auch eine 
gewisse Klasse von Figuren, die beidep Forderun- 
gen zugleich gentigen können, d, h. die sich in 
solche Lage bringen lassen, dafs sie zugleich ei- 
nen äufseren und einen inneren Aehnlichkeitspunkt 
haben. Wird von zwei Figuren in einer Ebene 
gesagt, sie seien ähnlich und ähnlichliegend, so 
haben sie allemal einen Aebnlichkeitspunkt (V. 
u. VI.). 

I. Aus den vorstehenden allgemeinen Gesetzen 
über den Aebnlichkeitspunkt folgen für den Kreis 
insbesondere nachstehende Eigenschaften. 
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„Sind in eiher Ebene irgend zwei 
Kreise gegeben, gleichviel welche ge- 
genseitige Lage sie habet! mögen, so ha- 
ben sie allemal zugleich einen äufserea 
und einen inneren Aehnlichkeitspunkt. 

Es seien M 9 M i (Fig. 14.) die Mittelpunkte 
der Kreise und etwa ab, a,&< irgend zwei paral- 
lele Durchmesser derselben, so werden, wenn man 
durch die Mittelpunkte die Gerade MM t zieht, 
die fortan „Axe" heifsen soll, die auf einerlei 
Seite der Axe liegenden Endpunkte der Durch- 
messer mit dem äufseren, und die auf entgegen- 
gesetzten Seiten derselben liegenden Endpunkte 
mit dem innern Aehnlichkeitspunkt . in Geraden 
liegen; d. h., die Geraden oder Strahlen aa n 6b, 
begegnen der Axe in irgend einem und demselben 
festen Punkte A> und die Strahlen ab iy ba t be- 
gegnen ihr in einem festen Punkte /. Denn ver- 
möge der Parallelität der Durchmesser sind offenbar 
die Dreiecke AMa und AM f a^ so ine die Drei- 
ecke IMa und IM t ^ i9 ähnlich, woraus folgt, dafs: 

a) AM : AM X « M d : M- t a t i und 

b) IM : IM, « Ma : M t h i9 

was, wie man sieht, dem Prinzip des Aehnlich- 
keitspunktes genügt; denn da nämlich die Verhält- 
nisse rechts, die aus den Radien der Kreise ge- 
bildet sind, constant bleiben, weiche parallele 
Richtung diese Radien immerhin haben mögen, 
so müssen auch .die Verhältnisse link«, also 
AM : AM i und IM : IM i9 denselben beständi- 
gen Werth haben, etwa n : n i9 und daher müs- 
sen folglich (da die Mittelpunkte itf, M t fest sind): 
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„alle Geraden oder Strahlen, welche 
durch die auf einerlei Seite der Axe 
MM i liegenden Endpunkte paralleler 
Durchmesser gehen, der Axe in einem und- 
demselben festen Punkte ^4, und dieStrab- 
len, welche durch die auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Axe liegenden Endpunkte 
gehen, müssen ihr in einem und demsel- 
ben festen Punkte / begegnen, und diese 
-zwei festen Punkte sind die Aehnlich- 
keitspunkte der gegebenen Kreise." 

Da M f a t = -Sf|bo als Halbmesser des Krei- 
ses'^, so sind die zwei Verhältnisse rechts (in 
(a) und (6)) einander gleich, daher ist auch 

e) AM : AM, = IM i IM t -\ 
das heifst: „Die zwei Mittelpunkte M, M x 
der Kreise und die zwei Aehnlichkeits- 
punkte A^ I derselben sind allemal zu- 
sammen vier harmonische Punkte, und 
zwar sind sowohl jene zwei, wie diese 
zwei, zugeordnete harmonische Punkte." 

Auch kann bemerkt werden, dafs die Mittel- 
punkte der Kreise notwendigerweise immer auf 
einerlei Seite des aufseren Aehnlichkeitspunktes 
liegen, dagegen der innere Aehnlichkeitspunkt im- 
mer zwischen ihnen liegen mufs. 

Ferner sind über die gegenseitige Lage der 
Kreise und ihrer Aehnlichkeitspunkte folgende 
Umstände zu merken: 

1) Wenn die Kreise ganz aufser einander lie- 
geif; so schneiden sich ihre äufseren gemeinschaft- 
lichen Tangenten im äufserenil-, und ihre inneren 
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gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich im 
inneren /- Aehnlichkeitspunkte, so dafs also beide 
Aehnlichkeitspunkte aufserhalb beider Kreise liegen. 

2) Läfst man in der Vorstellung die Kreise 
einander näher rücken, oder, wenn die Mittel« 
punkte und Aehnlichkeitspunkte fest bleiben sol- 
len, in gleichem Verhältnis gröfser werden, bis 
sie sich berühren, d. h. äufserlich berühren, 
so ist ihr Berührungspunkt zugleich ihr innerer 
Äehnlichkeitspunkt. 

3) Bewegt man auf dieselbe Weise die Kreise 
weiter, bis sie einander schneiden, so liegt der in- 
nere Äehnlichkeitspunkt / innerhalb beider Kreise. 

4) Dringt der kleinere Kreis so tief in den 
grbTseren, dafs er ihn nur noch berührt, d. h. 
innerlich berührt, so ist ihr Berührungspunkt 
zugleich ihr aufs er er Äehnlichkeitspunkt. 

5) Gelangt der kleinere Kreis ganz innerhalb 
des grösseren, so liegen beide Aehnlichkeitspunkte 
innerhalb des kleineren Kreises. 

6) Werden endlich die Kreise ' koncentrisch, 
so fallen beide Aehnlichkeitspunkte mit ihrem ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkte zusammen. 

7) Sind insbesondere die Kreise einander 
gleich, gleichviel ob sie einander schneiden oder 
aufser einander liegen, so liegt der innere Äehn- 
lichkeitspunkt / in der Mitte zwischen ihren Mittel- 
punkten, und der öufsere Äehnlichkeitspunkt A ist 
unendlich entfernt. 

Von der Richtigkeit dieser Angaben wird man 
sieh, durch Hülfe der obigen Betrachtungen, sehr 
leicht überzeugen können. - 
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II* Nach vorstehender Betrachtung liegen die 
Endpunkte irgend zweier parallelen Radien der 
zwei Kreise mit dem äufseren oder inneren Aehn- 
lichkeitsptinkt in einer Geraden , je nachdem sie 
anf einerlei oder auf. verschiedenen Seiten der Axe 
MM t liegen. Daher mufs notwendigerweise auch 
das Umgekehrte statt finden, nämlich i 

„Zieht man durch einen der beiden 
Aehnlichkeitspunkte A 9 I zweier gege- 
benen Kreise M, M i irgend. eine Gerade, 
welche den einen Kreis schneidet, so 
schneidet sie notwendigerweise auch 
den andern Kreis, und zwar in entspre- 
chenden Punkten, so dafs die nach die- 
sen Punkten gezogenen Radien beider 
Kreise paarweise parallel sind, z. B. bei 
einer durch A gehenden Geraden, welche 
die Kreise M, M t etwa in b und c, b, unde, 
schneidet, müssen sowohl die Radien 
Mb und M i b i9 als Mt und M i t i parallel 
sein." 

III. Da für beide Aehnliohkeitssysteme das 
Verhältnis n : n i , durch welches die Entspre- 
chenden Punkte bestimmt sind (§. 11.) , durch die 
Radien der Kreise gegeben ist (I.), mithin für 
beide den nämlichen Werth hat, und da sowohl 
AM : AM ir als IM : 1M ± diesem Werthe gleich 
ist (I, a und £.), so sind folglich M und M t 
in beiden Systemen zugleich entspre- 
chende Punkte. 

Nimmt man irgend einen beliebigen Punkt q 
an» und betrachtet ihn, in Bezug auf beide* Aehn- 
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lichkeitssysteme, ab mit dem Kreise M derselben 
Ebene JE angehörend (§• 11.), so werden ihm in 
der andern Ebene JE 4 ,- welcher der andere Kreis 
M i angehört, zwei verschiedene Punkte entspre- 
chen, nämlich es entspricht ihm ein bestimmter 
Punkt q, in Bezug auf den Aehnliohkeitspunkt^, 
und ein bestimmter Punkt p t , vermöge des Aehn- 
licbkeitspunktes /, und es müssen diese zwei Punkte 
q iy pi offenbar in einem und demselben Durchmes- 
ser des Kreises M x liegen und zwar gleich weit 
von dessen Mittelpunkt entfernt sein; d. h. ? es 
mufsq 1 Jf l y 1 eine Gerade und <\ Y M X **= M i p i sein. 
Denn da M und M l in Bezug auf beide Aehn* 
liehkeitspunkte entsprechende Punkte sind, und da 
ferner q und q f in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punkt A y und q und p t in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt / entsprechende Punkte sind, so ist 
demnach sowohl M { q x alsM i p i parallel Mq ($. 11, 
I.), also q i M i p i eine Gerade, und es verhält sich 

AM : AM t « Mq ; it^q,, und 

IM : IM ± « Mq : M t p iy 

mithin (I, c.)i 

Mq : itf,q f =» Mq : Jf^, 

und folglich: 

Alsot „Irgend einem Punkte, welchen 
man als zu dem einen Kreise gehörend 
ansieht, wie etwa dem Punkte q als zu 
dem Kreise M gehörend angesehen, ent- 
sprechen vermöge der zwei Aehnlioh- 
keiUpunkte Jf, / in Bezug auf den an- 
dern Kreis M i zwei solche Punkte q,, p l9 
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welche in einem und demselben Durch- 
messer dieses Kreises liegen und .gleich 
weit von seinem Mittelpunkte (auf entge- 
gengesetzten Seiten) abstehen; und es haben 
nur die Mittelpunkte M 9 M i der zwei 
Kreise allein die Eigenschaft, dafs sie 
in Rücksicht auf beide Aehnlichkeits- 
punkte zugleich entsprechende Punkte 
sind." 

' Hiernach kann man leicht, wenn etwa der eine 
Kreis M t gezeichnet vorliegt, aber der andere 
nicht, und wenn die Aehnlichkeitspunkte A> I ge- 
geben sind, zu irgend einem Punkte <|, oderp,, 
welchen man als zu dem ersten Kreise gehörend an- 
sieht, den entsprechenden Punkt in Ansehung des 
zweiten Kreises für das äufsere und innere Aehn- 
lichkfeitssystem finden. Nämlich man zieht die Ge- 
rade iditftpf? nimmt den Punkt p f oderq, so an, 
dafs C\ i M i =s M i p i (was, unter der Voraussetzung, 
dars der. Kreis M i gegeben sei, leicht geschehen 
kann), und zieht die Geraden Aq tJ /p 4 , so werden 
sich diese in dem verlangten Punkte q schneiden. 
Zieht man ferner die Geraden Ap A , /<),, so schnei- 
den sich diese in einem Punkte p, welcher eben- 
falls der Forderung genügt, und es ist qitfp eine 
Gerade, und qiftf = Mp. Am einfachsten sind die 
Punkte zu finden, welche in dem Umfange des 
Kreises liegen, weil nämlich für diesen Fall in je- 
dem Durchmesser des gegebenen Kreises unmittel- 
bar zwei gleiche Strecken gegeben sind, wie z. B. 
im Durchmesser a i b i die Strecken a t M ± 
und M t b iy wodurch sofort, nach der eben 

an- 
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angegebenen Weise, die Endpunkte a, b 
des entsprechenden Durchmessers im 
andern Kreise gefunden werden. Diese 
letzte Konstruktion findet bei den unten folgenden 
Aufgaben ($. 18.) häufige Anwendung. 

Aus dem vorstehenden Satze folgert man ferner 
leicht: „Dafs jeder Geraden, die man als 
zu dem einen Kreise gehörend ansieht, 
wie z. B. irgend einer Geraden G y die man 
sich als zum Kreise M gehörend vor- 
stellt, in Rücksicht auf die swei Aehn- 
lichkeitspunkte A 9 I y zwei verschiedene, 
zum Kreise M i gehörige, Gerade G i9 H i 
entsprechen, welche unter sich parallel 
sind (weil jede es mit jener G ist), und 
welche gleich weit vom Mittelpunkte M t 
abstehen". „ Geht die Gerade G insbesondere 
durch den Mittelpunkt M des zugehörigen Kreises, 
so fallen die zwei Geraden Gf 1 , ff t auf einander, 
und gehen ebenfalls durch den Mittelpunkt M t ih- 
res zugehörigen Kreises; 99 „und fallt endlich O 
mit der Axe MM t zusammen, so vereinigen sich 
G t , H x mit ihr-" *) 



*) Von der grofsen Menge von Anwendungen, die aus 
den Eigenschaften des Aehnlichkeitspunkts sich ableiten 
lassen, und die ich an einem anderen Orte ausführlich ent- 
wickeln werde, will ich hier nur ein Beispiel kurz an- 
deuten, welches den Zusammenhang 1 einiger häufig betrach- 
teten, merkwürdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks auf 
eine eigenthümliche Weise aufklart, nämlich das folgende 
Beispiel. ' 

I. Zieht man in einem beliebigen Dreieck abc (Fig. 15.) 
aus den Ecken nach den Mitten aj 9 6,, c* der gegenüber 

D 
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Zum Behufe des Folgenden ist es zweckmä- 
ssig, den hier betrachteten Elementen bestimmte 



liegenden Seiten gerade Linien aa*, bbi» cc 19 so schneiden 
sich diese bekanntlich in einem und demselben Punkte / 
und theilen einander dergestalt, dafs sich die Abschnitte 
einer jeden zu einander verhalten wie 2 : 1; d. h , es ver- 
hält sich : 

1. /tt : Ia t = Ib : lb t = h : It\ =2:1, 

Daraus folgt also, dafs man den Punkt / als Aehnlich- 
keitspunkt (oder Projectionspunkt) eines Beziehungssy- 
stems ansehen kann, in welchem a und a n b und b , , c und c t 
entsprechende Punkte sind, so dafs o, b, c der einen Ebene 
£ und a t , b 19 c t der anderen Ebene E t angehören, oder 
dafs, mit einem Wort, die Dreiecke abt und a t b t Ct ent- 
sprechende Dreiecke sind, und dafs je zwei ä'hnlithliegende 
Punkte, in Bezug auf diese Dreiecke, auch zugleich ähn- 
lichliegende Punkte in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt 
I sind, d. h. mit diesem in einer Geraden liegen, und von 
ihm nach dem beständigen Verhältnifs von 2: 1 entfernt 
sind (8. 11.% 

Wird nun ferner als bekannt vorausgesetzt, dafs die 
drei Ldthe diM, b t M f c t il/, welche aus den Mitten a 19 b i ,c l 
der Seiten des ersten Dreiecks abc auf diese Seiten errich- 
tet werden, einander in einem Punkte M treffen, nämUch 
im Mittelpunkte des dem Dreieck umschriebenen Kreises, 
und wird bemerkt, dafs dieselben zugleich auch auf den 
entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks ct^Cf per- 
pendikular sind (weil diese beziehlich mit jenen parallel 
sind) : so folgt, wenn man jene Lothe für einen Augenblick 
als zu dem Dreieck a 1 b 1 c 1 gehörend ansieht, vermöge des 
Aehnlichkeitspunkts / unmittelbar, dafs auch die ihnen ent- 
sprechenden drei Geraden, d. i. die durch die Ecken a,b f t 
des ersten Dreiecks mit jenen Lothen parallelen, und mit«* 
hin zu den Gegenseiten dieses Dreiecks senkrechten, Gera« 
den aA, bA, %A einander in einem bestimmten Punkte A 
treffen, und zwar in demjenigen Punkte, welcher jenem 
Punkte M entspricht, so dafs folglich die drei Punkte Jff, 
/, A in einer Geraden iProjectionsstrahl) liegen, und sich 
verhält 

2. IA : IM ar 2 : U 
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Benennungen beizulegen. Nämlich irgend zwei 
entsprechende Punkte, wie etwa q und q l9 oder q 



Zugleich folgt zunächst aus dieser Betrachtung auf 
doppelte Weise der bekannte Satz: „Dafs die aus den 
Ecken auf dil Gegenseiten eines Dreiecks 
(ftifeiCf, oder 06c) gefällten Lothe (a t M f b t M, c t flf, 
oder aA, bA, cA) allemal einander in einem und 
demselben Punkte (M oder A} treffen". 

Es folgt weiter, wenn man nämlich den Punkt M als 
der ersten Ebene E angehörend ansieht, und zwar als Mit- 
telpunkt des dem Dreieck abc umschriebenen Kreises, dafs 
ihm dann der Mittelpunkt M if des dem Dreieck a t biCj um- 
schriebenen Kreises entspricht, und dafs folglich dieser 
letztere Punkt M , ebenfalls in dem vorgenannten Pro' 
jections8trahl MIA liegen mufs, und zwar so liegen mufs, 
dafs sich verhält 

3. IM : IM i = 2 : 1. 

Aus diesem und dem vorigen (2.) Verha'Itnifs folgt, wie 
man in der Figur sieht, dafs- sich auch verhält 

4. AM : AM t »2:1, 
so dafs also der Punkt A offenbar der äußere Aehnlich- 
keitspunkt der zwei Kreise M, M t ist 

Demnach hat man, zusammengenommen, den folgenden 
Satz. 

„Bei jedem beliebigen Dreieck abc liegen 
die zwei Punkte, A und /, wovon der eine A der 
Durchschnittspunkt der drei Höhen und der an- 
dere I der Durchschnittspunkt der drei aus den 
Ecken nach den Mitten der Gegenseiten gezo- 
genen Geraden ist, mit den Mittelpunkten, M 
und flffj, der zwei Kreise, wovon der eine dem 
Dreieck umschrieben und der andeTe durch die 
Mitten der Seiten desselben geht, allemal in 
einer und derselben Geraden, und zwar sind die 
erstgenannten zwei Punkte die Aehnlichkeits- 
punkte der zwei Kreise, so dafs also die vier 
genannten Punkte harmonisch liegen (f. 12, I.) 9 
wobei sowohl das erste wie das zweite Punk- 
tenpaar zugeordnete harmonische Punkt« sind; 
und ferner sind die Abstände der vier Punkte 

»2 
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und p, 5 sollen in der Folge, in Rücksicht anf die 
zwei Kreise M y M n denen sie zogehdren, „ähn- 



von einander namentlich so beschaffen, dafs 
sich verhalt 

5. IM X : IM : AM, : AM =* 1 : 2 : 3 : 6." 

II. Vermöge der Kreise JW, Jlf f und ihrer Aehnlich- 
keitspunkte A, 1 folgert man unmittelbar noch mehr Eigen- 
schaften, als z. B. nachstehende: 

1, Die Strecken Aa, Ab, Ac 9 in «E, entsprechen in 
Ansehung des inneren Aehnlichkeitspunkts / den Strecken 
Ma i9 Mb i9 Afc { in E t ; daher verhalt sich 

Aa : Ma t = Ab : Mb t = At : Mc t »2:1. 

2, Die Punkte a t ,6 19 c t , in welchen der Kreis üf, 
die Strahlen Aa 9 Ab 9 Ac schneidet, sind; vermöge des aufseren 
Aehnlichkeitspunkts A, die Mitten dieser Strahlen, so da£s 
sich verhält: 

Aa t Aa x = Ab : Ab x ss -4c : -4c t = 2 *. i, 

3, Bezeichnet man die Punkte, in welchen die Kreise 

M und M 4 von den drei, durch ihren inneren Aehnlichkeits- 

» * 

punkt I gehenden, Strahlen aa i9 bb i9 cc,, geschnitten wer- 
den, beziehlich durch b und b i9 c und c,, f und f f , so 
verhalt sich: 

JD : Ib, = Je : /e, =r if : /f , = 2 : 1 

4, Da der Punkt M, in der Mitte zwischen M und ^ 
liegt (I, 4.)» und da Ma t und ^a t zu a t a t senkrecht sind, 
so mufs folglich der Kreis Af , auch durch a, gehen, weil 
er durch a t geht; eben so mufs er durch ß t und y t ge- 
hen. Oder dasselbe folgt auch daraus, dafsM,^ parallel 
Ma, vermöge des Aehnlichkeitspunkts /, und auch M t a t 
parallel Ufa, vermöge des Aehnlichkeitspunkts A, dafs mit- 
hin a t M t a x ein Durchmesser des Kreises M i% und folg- 
lich a l * i ä i ein rechter Winkel im Halbkreise ist, u. s. w. 

5, Werden also die Strahlen Aa i9 Aß l9 Ay t verlän- 
gert, bis sie den ersten Kreis M in er, /?, y schneiden, so 
verhalt sich, vermöge des Aehnlichkeitspunkts A: 

Aa : Auf = Aß : Aß t = A;r : Ay x =2:1. 

6, Vermöge des Kreises M r folgt nun weiter (4.) und 
(§. 17.), dafs: 
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lieh liegende Punkte" genannt werden. Eben 
so sollen zwei Gerade, welche in Bezug* auf eines 



Rechteck ab t . aß i = ac 1 . a/ t , 

— ba 4 . bat == &*i • &/i> un ^ 

— xa, . ca, = cb| • *0i. 

7, Vermöge de» Aehnlichkeitspunkts A folgt (§. 17.), 
. dafs: 

Rechteck Aa . Aa t = Ab , Aß x = ,4c • -4/ t =» 

— Am . ^«, = ^ . Ab t = -4/ . Ac t ; 
und vermöge des Aehnlichkeitspunkts / folgt, dafs: 

Rechteck Ia . Ib t == /b . Ü i = /c . /f 4 = 

— Jb . lo, = Je . /b, es /f . lc,. 
Diese vorstehenden Sätze (1 bis 7.) wird man leicht, 

nach gewöhnlicher Weise, in Worten abfassen können, wie 
z. B. folgenden Satz: 

„In jedem Dreieck abc liegen die 12Punkte — 
nämlich die drei Mittelpunkte aj,bj,Ci der Sei- 
ten, die drei Fufspunkte ,a if ß i9 y x der Höhen, 
die drei Mittelpunkte a %9 b t , c i derjenigen 
Strecken der Höhen, weiehe zwischen ihrem 
Durchschnittspunkte A uncj den Ecken des 
Dreiecks liegen, und endlich die drei Punkte 
bivCo fi> welche in den aus den Ecken durch die 
Mitten der Gegenseiten gezogenen Geraden 
liegen, und von deren gemeinschaftlichem 
Durchschnittspunkte / halb. so weit entfernt 
sind, als die Punkte b, c, f, in welchen dieselben 
Geraden den umschriebenen Kreis M schneiden, 
aber mit- den letzteren nicht auf einerlei Sei- 
' ten jenes Punkts / liegen — allemal zusammen 
in einem und demselben Kreise M t " 

U. s. w. 

f 11. In Folge der obigen Bemerkung (L), dafs ähn- 
lichliegende Punkte, in Bezug auf die Dreiecke abc, a^biCj, 
% auch zugleich in Betracht des Aehnlichkeitspunkts / ähn- 
lichliegende Punkte sind, kann noch hinzugefügt werden, 
dafs, wenn man sich die vier Kreise denkt, wovon jeder 
die drei Seiten (oder deren Verlängerung), des Dreiecks abc 
berührt, und eben so die vier dem zweiten Dreieck aib|Cf 
eingeschriebenen Kreise, dafs dann die vier letzteren den 
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der cwet Aehnlichkeitssygteme entsprechende Ge- 
rade sind, fortan in Röcksicht wai die Kreise 



rier erster«! beziehlich entsprechen ; iL lu, dafs dann diese 
Kreise paarweise den Punkt / nun inneren^ Aehnlichkeits- 
pimkt haben, and dals also ihre Mittelpunkte paarweise in 
Strahlen liegen, welche durch diesen Punkt gehen, und dal« 
ihre Abstände von demselben sieh verhalten, wie 2 : 1. 
Aehnliches gilt von den Dreiecken abi und tt i b i c t in Hin- 
sicht ihres Aehnlichkeitspunkts A. — Die Dreiecke • i b i e t 
und a t b iCi sind gleich und M , ist ihr (innerer) Aehnlich- 
keitspunkt, weil aiM t m t eine Gerade ist und M t in der 
Mitte zwischen a, und a t liegt — U. s. w. 

IV. »Wenn man in der Peripherie eines Krei- 
ses AT irgend vier Punkte a, b, c, g annimmt» so 
bestimmen diese, zu drei und drei genommen, 
rier Dreiecke, welchen der Punkt «Äf, als Mittel- 
punkt des umschriebenen Kreises, gemein- 
schaftlich angehört, wogegen aber zu densel- 
ben sowohl yier verschiedene Punkte I, als Jf 4 , 
als A gehören. Jede dieser Tier Punkte, für sich 
genommen, liegen in einem Kreise; die Radien 
dieser, drei neuen Kreise sind, nach der Reihe, 
h h i vom Radius des gegebenen Kreises V, 
und ihre Mittelpunkte liegen mit dem Mittel- 
punkt des letztere« in einer Geraden, und zwar 
in solchen Abständen you diesem, die sich, 
«ach der Reihe, verhalten wie 2:3:6, so dafs 
also der Punkt M der gemeinschaftliche Aehn- 
lichkeitspunkt der drei neuen Kreise ist.' 9 Und 
ferner: „V erbindet man jeden der vier angenom- 
menen Punkte o, b, c, g, wie etwa g, mit dem zu 
den drei übrigen gehörigen Punkt A (d.h. mit dem 
Durchschnittspunkt der Höhen des durch die drei übrigen 
bestimmten Dreiecks) durch eine Gerade, so schnei- 
den sich die auf diese Weise entstehenden vier 
Geraden in einem und demselben Punkt, und 
es wird jede durch diesen ge hälft et" U. s. w. 

V. Die wesentlichsten von den vorstehenden Sätzen 
habe ich schon an einem andern Orte angedeutet, nämlich 



§. 13. 



Vom Aehnlichkeitspunkt. 
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„ähnlich liegende Gerade* 9 heifsen. Endlich 
soll jeder Strahl, welcher durch einen der zwei 
Aehnlichkeitspunkte A oder / geht, in Rücksicht 
auf die Kreise „Aehnlichkeits strahl" (oder 
„Projectionsstrahl") genannt werden. 

$. 13. 

I. Betrachtet man in einer Ebene irgend 
drei Kreise, dereq Mittelpunkte M t9 JU 29 M 3 
(Fig. 19.) nieht in einer Geraden liegen, so gehö- 
ren zu je zwei derselben zwei Aehnlichkeitspunkte, 
ein Wfserer und ein innerer (§. 12.); es seien A 3 
und 7 3 , A 2 und / 2 , A t und / 4 beziehlich die 
Aehnlichkeitspunkte der Kreispaare £/, und M £9 
JU i und M s9 M 2 und M 3 * Von diesen sechs 
Aehnlichkeitspunkten liegen allemal Tier mal drei 
in einer Geraden, nämlich die drei Sufseren liegen 
in einer Geraden, und jeder äufsere liegt den bei- 
den ihm nicht zugehörigen inneren in einer Gera- 
den; d. h., es ist sowohl A 3 A 2 A t als A 5 / 2 I i ab 
A g / t I 3 als A t I^I 3 eine Gerade- Denn zieht 



bei Gelegenheit der Abhandlang : „Developpement dun* serie 
de theoremes relatift aux section» coniques," in den Anna- 
le» de Mathematiques, ridigi par Qergonne, a Mont- 
pellier, tom. XIX, 1828. Ebendaselbst deutete ich auch den 
Satz an: „Dafs der Kreis M t alle vier Kreise, 
welche dem Dreieck obc eingeschrieben wer- 
den können, berührt," ohne zu wissen, dafs derselbe 
schon früher von Feuerbach bekannt gemacht worden 
war. Uebrigens hat auch Herr Prof. Do ve die Relation zwi- 
schen den vier Punkten in (I, 5.), so wie die Eigenschaft 
(II, 4.) durch unmittelbare Beziehung beider Dreiecke a6c, 
ftiDjCj auf einander, ohne Anwendung des Aehnlichkeits- 
punkt*) auf einfache Weise abgeleitet. 
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man z. B. die (Serade ^ 3 i4 2 , so ist sie, vermöge 
der Punkte A 37 A 2 , eine äufsere Achnlichkeitsli- 
nie sowohl zu den Kreisen jfcf t und M 2J als M t 
und M^y mithin mufs sie auch eine äufsere Aehn- 
lichkeitslinie der Kreise M 2 und JU 5 sein., und 
als solche durch ihren äufseren Aehnlichkeitspunkt 
A t gehen. Oder, um sich hiervon augenscheinli- 
cher zu überzeugen, denke man sich aus den Mit- 
telpunkten M i9 M 2y M 3 der Kreise, nach irgend 
einer beliebigen Richtung, Bis an die Gerade A 3 A 2 
Parallele M t JV t9 M 2 N 2 , &*&* gezogen, so ver- 
halten sieh diese, vermöge der Aehnliehkeitspunkte 
A 3 und A 2J wie die Radien der Kreise; also, wenn 
diese Radien durch M i9 Ä g , R 3 vorgestellt wer- 
den, so verhält sich: 

M X N % : M 2 N 2 « R x : R 2 (vermöge A 3 ) 
M t N, : M 3 N 3 = R t : R 3 (vermöge A 2 )> 
daher verhält sich auch 

M 2 N 2 : M 3 N 3 = R 2 : Ä 3 , 
woraus denn folgt (§. 11, IV.)> dafs die Gerade 
JV t JV 3 oder A 3 A- durch den Aehnlichkeitspunkt 
A i der Kreise M 2J M 3 geht. 

Aehnlicberweise folgen die übrigen drei Fälle. 
Also : 

1, » Von den seehs Aehnlichkeits- 
ptinkten, welche zu drei beliebigen, in 
einer Ebene liegenden Kreisen, paar- 
weise genommen, gehören, liegen vier 
mal drei in einer Geraden, nämlich es lie- 
gen die drei äufseren und jeder äufsere 
liegt mit den beiden, ihm nicht zugehöri- 
gen inneren, in einer Geraden;" oder mit 



A 
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andern Worten t „die drei Kreide haben vier 
gemeinschaftliche Aehnlich)t ei ts strah- 
len, einen äufseren nnd drei innere." 

2, Wenn die drei Kreise insbesondere alle 
aufser einander liegen, so schneiden sich ihre ge- 
meinschaftlichen Tangenten in ihrem sechs Aehn- 
lichkeitspunkten (§. 12, I, 1«), so dafs also der 
vorstehende Satz sich auch auf die Durchschnitts- 

' punkte der sechs Paar Tangente n , welche die 
Kreise, paarweise genommen, gemein haben, über- 
tragen läfst. 

3, Wenn insbesondere der eine Kreis, etwa 
Jfl 39 die beiden übrigen berührt, so sind die zwei 
Berührungspunkte zugleich entweder (§. 12, I, 2 
und 4.) a) die Aehnlichkeitspunkte A± und A 2 \ oder 
I t und /g, oder 6) die Aehnlichkeitspunkte A t 
und / 8 , oder A 2 und /,, je nachdem er sie näm- 
lich (a) gleichartige oder (fi) ungleichartig berührt 
(d. h. in Rücksicht auf äufserlich und innerlich 
berühren); daher kann man auch sagen (1): 
„Wenn irgend zwei Kreise JJf t , M 2 von 
einem beliebigen dritten Kreise M 3 be- 
rührt werden, so liegen die zwei Berüh- 
rungspunkte allemal mit dem äufseren 
(A 5 ) oder inneren (/ 3 ) Aehnlichkeitspunkt 
derselben in gerader Linie, je nachdem 
sie gleichartig oder ungleichartig vom 
dritten Kreise berührt werden." 

4, Wenn ferner insbesondere zwei Kreise 
einander gleich sind, etwa Jt t == Ä 3 , so liegt ihr 
innerer Aehnlichkeitspunkt l 2 in der Mitte zwi- 
schen ihren Mittelpunkten JU i9 ßt d9 und ihr äufse- 



« 
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i 

rer Aehnlichkeitspunkt A 2 liegt unendlich entfernt 
(§• 12, I, 7.), so dafs also notwendigerweise die 
Aehnlichkeitsstrahlen Z,/,,^], A^^A^mit der 
Axe M X M 3 parallel gehen. Werden alle drei 
Kreise einander gleich, so entfernt sich der Aehn- 
lichkeitsstrahl A t A 3 A 2 in's Unendliche, und die 
drei inneren Aehnliehkeitsstrahlen I t I 2 , f 2 I 3 , 
I 3 I f , werden den Axen M t M a9 M 2 M 39 M 3 M t 
parallel. 

II. Ueber die drei betrachteten Kreise soll 
hier nur noch eine Bemerkung, in Bezug auf ähn- 
lich liegende Punkte, hinzugefügt werden. Sind 
etwa q, und q :2 irgend zwei ähnlich liegende Punkte 
zu den Kreisen M f und M t in Bezug auf ihren 
äufseren Aehnlichkeitspunkt j£ 39 so werden sich 
die Strahlen A g q t \mdA i q 2 in demjenigen Punkte 
q, schneiden, welcher jenen zwei Punkten in Be- 
zug auf die Aehnlicfakeitspunkte A 2y A ± entspricht, 
d. h., es sind. ^ untf q 3 , q 2 undq. 3 beziehlich ähn- 
lich liegende Punkte zu den Kreisen M t und M 3y 
M 2 und M 3 ; und eben so werden sich die Strah- 
len / g q, und ./ t q 2 in demjenigen Punkte p 3 schnei- 
den, welcher den zwei Punkten q,, q 2 in Hinsicht 
der Aehnlichkeitspunkte / 2 , / t entspricht; die 
zwei Punkte q 3 und p 3 aber werden allemal in 
einem Durchmesser des dritten Kreises M 3 lie- 
gen und gleich weit von seinem Mittelpunkte ab- 
stehen. Ton der Richtigkeit dieser Eigenschaften 
wird man mittelst des Vorhergehenden sich leipht 
überzeugen. 
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1IL Von der Potenz bei Kreisen. 



A. Vom Ort der gleichen Potenzen. . 

» 

%. 14. 

Sind in einer Ebene irgend zwei feste Punkte 
My M 1 (Fig. 16.) gegeben und es soll der Ort 
desjenigen Punktes N gefunden werden, für wel- 
chen der Unterschied der Quadrate seiner Ab- 
stände von den zwei festen Punkten eine gege- 
bene Gröfse, etwa = t#% ist, fco dafs also 

JWQV* — M A N* « *% 
so ist der in Frage stehende Ort offenbar eine 
Gerade iYQ, welche auf der durch die zwei festen 
Punkte bestimmten Geraden MM. senkrecht steht 
und sie dergestalt theiltj dafs auch der Unter- 
schied der Quadrate ihrer Abschnitte gleich jener 
gegebenen Gröfse ist, d. h«, dafs auch 

' MQ 2 — JMT,« 1 — u* 
ist. Denn erfüllt der Punkt N die gegebene Be- 
dingung, so hat man, wenn man aus ihm auf die 
Gerade MM t das Loth NQ, fallet, vermöge der 
rechtwinkligen Dreiecke NQM und NQM ± : 

jw 1 — «Jtr 2 « aar/ — QM t * « jv«% 

mithin 

AM 1 — NM % * « QflP — QM t * wm w*. 

Da nun 'aber die Gerade MM X nur in einem 
einzigen Punkte Q so getheilt werden kann, dafs 
der Unterschied der Quadrate der Abschnitte, das 
ist QM* — Qür f *, eine gegebene Gröfse u* hat, 
so trifft also das genannte Loth iVQ die Gerade 
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JlOf , allemal in dem nämlichen festen Punkte Q, 
nnd folglich ist der Ort von N eine feste Gerade 
NQ. 

Ob der Punkt Q .zwischen dm zwei festen 
Punkten M> M t liege, oder jenseits derselben, 
hangt von dem gegenseitigen Yerhältnirs der Grofse 
u nnd der Strecke MM i ab, je nachdem nämlich 
t$ kleiner oder grober als MM t ist. 

f. 15. 

Denkt man sich um die Punkte Jlf, itf , mit 
beliebigen Radien JR, R t Kreise beschrieben, und 
verlangt den Ort des Punktes N für den besonders 
Fall, wo die Differenz der Quadrate seiner Ab- 
stände von jenen Punkten gleich ist der Differenz 
der Quadrate der Radien, also wo 

MN* — M ± N* = R* — R t * <= « 8 , 
so wird, wenn insbesondere die Kreise ' einander 
schneiden, die gesuchte Ortslinie NQ notwendi- 
gerweise ihre gemeinschaftliche Secante sein, d. h., 
sie wird durch ihre gegenseitigen Durchschnitts- 
punkte gehen. Denn für jeden dieser zwei Punkte, 
wenn man ihn mit N bezeichnet, hat man: MN~R 
und M t If = Ä ( , welches offenbar der vorliegen- 
den, für N festgesetzten, Bedingung genügt. 

Wenn aber die Kreise einander nicht schnei- 
den, so wird auch keiner von ihnen von der Orts- 
linie ATQ getroffen, sondern diese liegt alsdann 
entweder zwischen oder jenseits der Kreise, 
je nachdem diese aufser^oder in einander 
liegen» 









$. 15. Vom Ort der gleichen Potenzen. £ { 

Im Allgemeinen hat die Ortslinie iVQ ferner 
folgende Beziehung zu den zwei Kreisen: 

a) „Die aus irgend einem Punkte der- 
selben an die Kreise gelegten Tangen- 
ten sind einander gleich," und 

b) „Die durch irgend einen Punkt der- 
selben, welcher innerhalb der Kteise 
liegt (also hn Falle, wo diese einander schneiden), 
in beiden Kreisen gezogenen kleinsten 
Sehnen sind einander gleich." Und um- 
gekehrt: 

c) „Jeder Punkt, welchem eine von 
diesen zwei Eigenschaften (ä) oder (6) zu- 
kömmt* liegt in der Ortslinie iVQ," 

Denn denkt man sich aus irgend einem Punkte 
N der Ortslinie an jeden Kreis eine Tangente 
gelegt, bezeichnet die Berührungspunkte durch 2?, 
B i9 und denkt sich ferner die Geraden MZV, M f N 9 
so wie diex Radien MB, M^B t gezogen, so hat 
man vermöge der rechtwinkligen Dreiecke MBN 
und M x B x Ni 

NB 2 = MN 2 —MB 2 a* MN* — B 2 und 
NB X 2 — M X N 2 — M X B X 2 => M t N 2 — B x *. 
Zufolge der obigfen Gleichung sind aber in diesen 
zweien die Differenzen rechts einander gleich, da- 
her mufs auch 

NB 2 « NB X 2 9 oder 
NB =*NB X 
sein, d. h., es müssen die Tangenten einander 
gleich sein (a). Aehnlicherweise wird der zweite 
Fall (6) bewiesen. 

Die Ortslmie NQ wird vermöge dieser Eigen- 



1 



52 n - Kapit. Uebet Eigentch. d. Kreiies. $. 16. 

schaft „dieJLinie der gleichen Potenzen?, 
oder auch, in Ansehung ihrer Punkte, welche aus- 
serhalb der Kreise liegen, „die Linie der glei- 
chen Tangenten" der zwei Kreise genannt. 
Ueber die eigentlichen Gründe fite die erste Be- 
nennung sehe man die oben ($• 2.) -erwähnte Ab- 
handlung (im Jqurn.f. Mathem^ wo dieser Ge- 
genstand etwas ausführlicher behandelt ist* 

Wenn insbesondere die Kreise einander be- 
rühren, so ist die Linie der gleiohen Potenzen zu- 
gleich ihre gemeinschaftliche Tangente in ihrem 
Berührungspunkte. 

f. 16. 

Betrachtet man in einer Ebene irgend drei 
Kreise M i9 jftf 2 , M $9 deren Mittelpunkte nicht in 
einer Geraden liegen, so haben je zwei derselben 
eine Linie der gleichen Potenzen; es seien JV 3 Q 39 
N 2 2 , N l Q t beziehlich die Linien der gleichen 
Potenzen der Kreise M i und M ty M i und M s > 
M 2 und M s * 

Denkt man sich den Punkt q, in welchem sich 
zwei der drei Linien der gleichen Potenzen, etwa 
die Linien N % Q % und JV 2 Q 2 j schneiden, so hat 
dieser Punkt vermöge der Linie N t Q % zu den 
Kreisen itf, und M 2y und vermöge der Linie 
N 2 Q 2 2U den Kreisen M t und M t gleiche Poten- 
zen — d. h., wenn der Punkt q aufserhalb der Kreise 
liegt, so sind die durch denselben gehenden Tan- 
genten der Kreise M x und M 29 so wie der Kreise 
itf, und M 3> einander gleich, also Tangente qB x 
es qB 2 und <\B t =* qB t , . und wenn er innerhalb 



§. 16. Vom OH der gleichen Potenzen. 53 

der Kreise liegt , so sind die durch denselben ge- 
henden kleinsten Sehnen der Kreise M l und JKf 2 , 
so wie der Kreise M t und J!f 3 , einander gleich — 
daher, hat er auch zu den Kreisen M 2 und itf- 
gleiche Potenzen (d, h. , die durch ihn gehenden 
Tangenten oder kleinsten Sehnen dieser Kreise 
sind einander gleich, nämlich Tangente qfi 2 =sqÄ 3 ), 
und folglich liegt er in der zu diesen Kreisen ge- 
hörenden dritten Ortslinie JV t Q 2 . Der Punkt 4 
heilst vermöge dieser Eigenschaft „der fcunkt 
der gleichen Potenzen der drei Kreise." 

Aus dieser Betrachtung ergeben sich folgende ' 
Sätze: 

a) „Die drei Linien dejr gleichen 
Potenzen iV 3 Q 3 , ^*äa> i^,ö,, welche zu 
irgend drei Kreisen in einer Ebene, paar- 
weise genommen, gehören, treffen alle- 
ural in irgend einem Punkte q zusammen, 
nämlich im Punkte der gleichen Potenzen . 
aller drei Kreise." Und insbesondere: 

6) „Wenn drei Kreise in einer Ebene 
einander schneiden, so treffen sich die 
dreiSecanten (oder Sehnen), welche sie, 
paarweise genommen, gemein haben, al- 
lemal in irgend einem Punkte; q (§. 15.)." 

c) „Wenn drei Kreide in einer Ebene 
einander berühren, so treffen sich die in 
den Berührungspunkten an nie gelegten 
Tangenten in irgend einem Punkte q." 

j Schneiden die drei Kreise einander in einem 
Punkte, so ist dieser offenbar zug leich der Punkt 
ihrer gleichen Potenzen q* 
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B. Von der gemeinschaftlichen Potenz. 

§. 17. 

I. Zieht man ans einem der beiden Aehnlich- 
keitspunkte zweier Kreise M y M t (Fig. 18.), etwa 
ans dem äufseren Aehnlichkeitspunkte A 9 irgend 
eine die Kreise schneidende Gerade Ab l9 so sind 
Ton den vier Schneidepunkten zwei und zwei, näm- 
lich a und a,, b und b„ ähnlichliegende Punkte 
(§. 12, III.). Die zwei' Schneidepunkte des einen 
Kreises lasseh sich aber mit denen des andern 
noch in einer anderen Ordnung paarweise gruppi- 
ren, nämlich a und fr, , b und a s ; jedes dieser 
zwei Paare soll vorläufig unähnlichliegende 
Punkte heifsen. Zieht man nun feiner durch 
denselben Aehnlichkeitspunkt A irgend eine zweite, 
die Kreise schneidende, Gerade Ab iy so liegen in 
ihr ebenfalls zwei Paar unähnlichliegende Punkte, 
nämlich c und b s , b und c,, und es kann leicht 
gezeigt werden, dafs jedes dieser Punktenpaare 
mit jedem Paar unähnlichliegenden Punkten der 
ersten Geraden in irgend einem Kreise liegt, also 
dafs 'sowohl die vier Punkte a, b, und c, b, , als 
a ; b, und b, c 15 als b, <t x und c, b x , als b, a. 
und b, C|, in irgend einem Kreise liegen; nämlich 
wie folgt. 

Man ziehe z. B. die Sehnen ac, bb, a,c,, so 
sind ac und a t c,, als entsprechende oder ähnlich- 
liegende Gerade, parallel (§• 11, 1. und §• 12, HL), 
daher müssen die Winkel der «zwei Vierecke abbc 
und a,bbc, paarweise gleich sein, und daher mute, 
da das erstere einem Kreise iM eingeschrieben 

ist, 
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ist, auch das andere eihem Kreise eingeschrieben 
sein, d. h., die vier Punkte a n b> b, c B müssen 
in irgend einem und demselben Kreise liegen. 
Eben so folgt, da die Sehnen 6e und ^c als ähn- 
lichliegende Gerade parallel sind , dafs das Vier- 
eck abc t 6f einem Kreise eingeschrieben ist; u„ s. w. 
Da die vier Punkte b, b, tt„ c f in einem 
Kreise liegen, so ist in Rücksicht auf die Secan- 
ten Ab, -4c,, zufolge eines bekannten Satzes (der 
Potenz des» Punktes A in Bezug auf den Kreis 
fea,bc 2 , siehe die vorerwähnte Abhandl. $. 15.): 

Ah . Aa t = -4b . At x s 
eben so folgt, da a, b,-c„ b x in einem Krejse lie- 
gen, dafs: 

Aa • Ab t = -4b • At t ; 
und aus ähnlichen Gründen folgt, dafs: 

Aa . Ab t = Ac • Ab M und 

Ab . -4a, = At . -4b, 5 
und folglich zusammengefaßt: * 
, Aa.Abi == Ab.A<x x =. At.Ab M =» Ab.Atf 

Da diese Gleichungen immer statt finden, 
welche Richtung die schneidenden Geraden Ab l9 
Ab t haben mögen, also immer statt finden, wäh- 
rend dem man z. B. den Strahl Ab t um den fe* 
sten Aehnlichkeitspunkt -4 herumbewegt, und da 
Aehnliches in Bezug auf den inneren Aehnlich- 
keitspunkt / statt findet, so hat man also den 
folgenden Satz : 

„Zieht man aus einem der beiden 
Aehnlichkeitspunkte irgend zweier Krei- 
se M y M t beliebige, die Kreise schnei- 
dende Strahlen, so liegen je zwei Paar 

E 
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unähnlichliegende Sehneidepunkte, wel- 
che irgend zwei verschiedenen Strahlen 
angehören, allemal in irgend einem 
Kreis; 99 nnd ferner: „das Rechteck unter 
den Abständen je zweier unähnlichlie- 
gender Punkte Tom jedesmaligen Aehn- 
lichkeitspunkt ist von beständigem In- 
halt, d. h., für alle Strahlen oder für alle 
Punktenpaare hat dieses Rechteck ei- 
nen und denselben bestimmten Inhalt." 

Dieser konstante Inhalt aller Rechtecke wird 
„die gemeinschaftliche Potenz" der Kreise 
jtf, M x in Rezug auf den jedesmaligen Aehnlich- 
keitspunkt genannt, nnd zwar „äufsere" oder 
„innere" gemeinschaftliche Potenz, je nachdem 
dieser Aehnlichkeitspunkt der äufsere A oder der 
innere / ist; und ferner werden je zwei unähnlich- 
liegende Punkte, durch welche ein Rechteck be- 
stimmt wird, wie etwa a und fr,, „potenzhal- 
tende-" Punkte genannt*. (Zwei potenzhaltende 
Punkte braudien jedoch nicht in den gegebenen 
Kreisen selbst zu liegen, sondern nur in einem 
Strahl, und zwar so, dafs das Rechteck unter ih- 
ren Abständen yom Aehnlichkeitspunkte den be- 
stimmten konstanteii Inhalt hat, und dafs sie auf 
einerlei oder auf entgegengesetzten Sei- 
ten des Aehnlichkeitspunktes biegen, je nachdem 
dieser A oder / ist.) 

' II. Zum Behufe später folgender Aufgaben 
ist* es wichtig, hierbei noch auf folgende Umstände 
aufmerksam zu machen:. 
- Da nämlich die vier Punkte fr, a„ b, c, in ei- 
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nem Kreise liegen^ so müssen die Sehnen fcfc und 
a,c I? als gemeinschaftliche Sehpen dieses Kreises 
und der gegebenen Kreise Üf und'ifcf,, einander 
in irgend einem Punkte q der gemeinschaftlichen 
»Sehne r$ der letzteren Kreise schneiden (§.,\6,6.). 
Aus ähnlichen Gründen müssen die. Sehnen J(°der 
Secanten) at und fc,b I? ab und t^c,, 6c und <*,&, 
einander auf der gemeinschaftlichen Sehne (oder 
Secante) r* der gegebenen Kreise M, M t schnei- 
den, fintsprechendes findet in Rücksieht auf den 
inneren Aehnlichkeitspimkt /.statt. Also: 

„Dtorchje zwei Paar potenzhaltend^e 
Punkte, weiche in den Kreisen selbst 
(aber nicht in einem und demselben Strahle) lie- 
gen* werden in diesen Kreisen allemal 
zwei solche Sehnen (oderSecanten) be- 
stimmt, welche einander, in irgend einem 
Punkte ihrer gemeinschaftlichem Secan- 
te r$ schneiden." 



Drittes Kapitel. 

Lösung aller geometrischen Aufgaben mittelst des Lineals, 
wenn ein fester Kreis gegeben ist. 



§.. 18.- . . • '•" 



I. Durch die in den beiden vorhergehenden 
Kapiteln enthaltenen Betrachtungen über Eigen- 
schaften der Figuren sind wir .nun in Stand ge- 
setzt, dem eigentlichen Zwecke dieser/ Schrift, 

E 2 
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nämlich der Forderung: „alle geometrischen 
Aufgaben nur mittelst des Lineals zu lö^ 
sen, wenn in der Ebene irgend ein fester 
Kreis gegeben ist," zu genügen. Und zwar 
kommt es hierbei, wie schon Eingangs bemerkt 
worden (§. 1.), hauptsächlich nur auf die Lösung 
der nachstehenden acht Aufgaben an. Die Be- 
weisgründe^ auf welchen die Richtigkeit der zur 
Lösung- dieser Aufgaben angewendeten Konstruc- 
tionen beruht, werde ich, wenn sie in vorhergehen- 
den Sätzen enthalten sind, kurz andeuten, wenn 
sie aber in leichten, allgemein bekannten Elemen- 
taacsätzen bestehen, mit Stillschweigen übergehen. 
IL Nehmen wir also an, es sei in der Ebene 
irgend ein gezeichnet vorliegender Kreis, so wie 
dessen Mittelpunkt, welcher fortan durch M be- 
zeichnet werden soll, gegeben, und es sei nur der 
Gebrauch des Lineals, um zwischen gegebenen 
Punkten gerade Linien zu ziehen, gestattet; dabei 
sei man jedoch berechtigt, die gegenseitigen 
Durchschnittspunkte des Hülfskreises M und be- 
liebiger Gerader als unmittelbar gegeben anzuse- 
hen : so lassen sich die in Rede stehenden Aufga- 
ben wie folgt lösen.. 

Erste Aufgabe. 

„Mit irgend einer gegebenen Gera- 
den, durch jeden beliebigen Punkt, eine 
Parallele zu ziehen." 

* a. Wenn die gegebene Gerade durch 
den Mittelpunkt des Hülfskreises geht, 
wie etwa aM6 (Fig. 19.). — In diesem Falle 
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hat man in der Geraden unmittelbar drei Punkte, 
nämlich die zwei Punkte a und b, in welchen sie 
den Kreis schneidet, und den Mittelpunkt M des 
letztem, wovon der eine, nämlich M y in der Mitte 
zwischen den zwei übrigen liegt, so dafs durch 
deren Hülfe sofort, nach (§ f 6, I.), durch jeden 
beliebigen Punkt mit ab eine Parallele gezogen 
werden kann. 

b. Wenn die gegebene Gerade den 
Hülfskreis schneidet, aber nicht durch 
seinen Mittelpunkt gebt, wie etwa cd. — 
Ziehe aus den Schneidepunkten c y d durch den 
Mittelpunkt M des Kreises die Durchmesser cMc iy 
dMd iy so bestimmen deren, andere Endpunkte #,, 
d t eine Sehne c t d xi welche mit der gegebenen 
cd parallel ist, und durch deren Öülfe also sofort 
,der Aufgabe genügt werden kann (f. 6, III.). 

c. Wenn die gegebene Gerade be- 
liebige Lage hat, wie etwa die Gerade 
efi — 1. Ziehe aus einem' willkürlichen Punkte 
der gegebenen Geraden, etwa aus §*, den Durch- 
messer abg y lege durch einen beliebigen Punkt c 
der Kreislinie die Sehne cde mit ab parallel («.), 
ziehe sofort die Durchmesser cMc i9 dMd i9 und 
durch ihre Endpunkte <?,, d x die Gerade d^c x f y 
so hat man in der gegebenen Geraden drei Punkte 
e y g> f, wovon offenbar der eine, g, gleich weit 
von den zwei übrigen entfernt ist, so dafs man 
sofort durch jeden beliebigen Punkt mit dieser 
Geraden eine Parallele ziehen kann (§. 6, I.)* — 
Oder 2. Ziehe aus zwei beliebigen Punkten A, 4 
der gegebenen Geraden die Durchmesser Ac t c> 
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idd i9 und durch deren Endpunkte die parallelen 
Sehnen cde t , d x c^ die der Geraden in den Punk- 
ten ^, y begegnen; aus diesen Punkten ziehe fer- 
ner die Durchmesser eme^/mf^ welche jene Seh* 
nen in e i9 f A schneiden, so wird die Gerade e A f x 
der gegebenen Geraden ef parallel sein, und man 
kann sofort durch jeden beliebigen Punkt mit der 
letzteren eine Parallele legen (§. 6, III.). 

Anmerkung. 1) Der dritte Fall (c.) ist 
allgemein, er umfaTst auch die beiden vorherge- 
henden Falle, so wie auch den besondern Fall, 
wo die gegebene Gerade den Kreis berührt. 

2) Sollten mit mehreren gegebenen Geraden 
durch gegebene Punkte Parallele gezogen werden, 
so würde man am zweckmäßigsten verfahren, wenn 
man irgend einen Durchmesser a6, und sofort zwei 
gleichweit von ihm abstehende und mit ihm paral- 
lele Sehnen cd y o i d i zöge, weil alsdann diese drei 
Parallelen offenbar in jeder Geraden (mit welcher 
sie nicht etwa zufallig parallel wären) drei Punkte, 
wie etwa e y g undyj bestimmten, wovon der eine, 
g 7 in der Mitte zwischen den zwei übrigen läge. 

Zweite Aufgabe. 

„Wenp in einer Geraden irgend eine 
begrenzte Strecke gegeben ist, so soll 
man a) eine andere Strecke finden, wel- 
che ein gegebenes Vielfaches von jener 
ist; oder b) die gegebene Strecke in ir» 
gend eine gegebene Anzahl, gleicher 
Theile theilen; oder endlich c) eine an- 
dere Strecke finden, welche zu der gege- 
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benen irgend ein gegebenes rationales 
Verhältnifs hat." 

Man ziehe mit der gegebenen Geraden irgend 
eine Parallele (erste Aufgabe), so kann sofort die 
vorgelegte Aufgabe, nach Anleitung von (§. 6, IV.), 
gelöst werden. 

Dritte Aufgabe. 

„Auf eine gegebene Gerade, durch ir- 
gend einen gegebenen Punkt, eine an- 
dere Gerade rechtwinklig zu ziehen." 

A. Mittelst Paralleler. 

a. Wenn die gegebene Gerade irgend 
ein Durchmesser des Hülfskreises ist, 
wie etwa ab (Fig. 19.). — Man ziehe irgend eine 
* mit dem gegebenen Durchmesser ab parallele Sehnq 
<& (§vG; !•)? ziehe sodann den Durchmesser ^»w/,, 
und ferner die Sehne ,cd 19 so wird diese zu den) 
gegebenen Durchmesser ab rechtwinklig sein und 
von ihm im Punkte k gehälftet werden; man hat 
daher sofort nur nöthig, durch den gegebenen Punkt 
mit der Sehne ckd l eine Parallele zu ziehen (§. 6, 
I.), um der Aufgabe zu genügen. 

Um insbesondere denjenigen Durohmesser zu 
finden, welcher auf dem gegebenen ab senkrecht 
steht, denke man sich die Geraden ac> bd gezogen 
(nachdem man zuvor cd mit ab parallel gelegt, hat), 
lege . durch ihren Dufchschnittspunkt und durch 
den Mittelpunkt M eine Gerade, so ist diese der 
verlangte« ^Durchmesser.; eben so; schneiden sich die 
Geraden ad ty bc % auf dem gesuchten Durchmesser* 
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b. Wenn die gegebene Gerade den 
Hülfskreis schneidet, wie etwa cd. — Ziehe 
die Durchmesser cc xy dd t und sodann die Sehnen 
cdjy dc % , so werden diese letzteren zu der gege- 
benen Geraden cd rechtwinklig und mithin unter 
sich parallel sein 5 daher wird der Aufgabe genügt, 
wenn man durch den jedesmaligen gegebenen Punkt 
mit jenen Sehnen eine Parallele zieht (§. 6, III.)* 

c. Wenn die gegebene Gerade den 
Hülfskreis nicht schneidet, wie etwa tfl 
— Ziehe irgend eine Sehne der gegebenen Gera- 
den ef parallel (1. Au%.)> es sei etwa dc x eine 
solche Sehne, sodann ziehe die Durchmesser dd xy 
CjC, und dann weiter die Sehnen cd, d l c J , so sind 
diese zu der Sehne dc xy und mithin auch zu der 
gegebenen Geraden ef y senkrecht^ also parallel, 
und daher wird der Aufgabe genügt, wenn man 
sofort durch den gegebenen Punkt mit den Sehnen 
cd 9 d l c l eine Parallele zieht (§. 6, III.). 

Der gegebene Punkt kann, wie* leicht zu se- 
hen, in allen drei Fallen (a ? ), (b.), (c.) liegen wo 
man will, in der gegebenen Geraden selbst, oder 
aufserhalb derselben. 

B, Mittelst harmonischer Eigenschaften. 

a. Wenn die gegebene Gerade Durch- 
messer des Hülfskreises ist, wie etwa ab 
(Fig. 20.). — * a. Der gegebene Punkt liege aufser- 
halb des Hülfskr$ises, wie etwa/?. Ziehe durch 
den Punkt p und duroh die Endpunkte. des Durch- 
messers ab die Geraden /?#, p6 y die den Kreis zum 
zweiten Mal in c> </ schneiden, und ziehe- die Ge- 
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raden orf ? ci^ die sieb in irgend einem Punkte p x 
schneiden, so wird die Gerade pp x die verlangte 
sein. Denn da aeb und adb rechte Winkel sind, 
so sind p x c und ftd^ in Hinsicht des Dreiecks /»a/^, 
zwei aus den Ecken auf die Gegenseiten gefällte 
Lot he, und daher mufs ab das aus der dritten 
ticke auf die Gegenseite gefällte Loth sein, weil 
alle drei Lothe sich, in einem und demselben 
Punkte £ schneiden müssen. Der ^Beweis folgt 
auch aus harmonischen Eigenschaften, zu welchem 
Ende man nur noch die Gerade ctd ziehen mufs 
(§. 10.). Liegt insbesondere der gegebene Punkt 
in dem gegebenen* Durchmesser, wie etwa r, so 
siehe man durch ihn irgend eine den Kreis schnei- 
dende Gerade ref y ziehe weiter die Geraden ae 
und 6f 9 afund 6e y die sich in den Punkten y, q t 
schneiden, legfe durch diese die Gerade q</ % , die 
den gegebenen Durchmesser ab in s trifft, lege 
durch diesen Punkt s eine beliebige Secante csd> 
ziehe sofort die Geraden ac und db. ad und cb, 
die sich in p y p t schneiden, und ziehe endlich die 
Gerade /*/>,,. so wird diese der Aufgabe geniigen. 
Die Richtigkeit dieser Konstruction folgt aus (§. 10, 
III. und IV.); nämlich es ist zu» bemerken, dafs 
sgtji die Harmonische des Punktes r y und prp, die 
Harmonische des Punktes s ist, u. s. w. -^ ß. Der 
gegebene Punkt liege innerhalb des Hülfskreises, 
wie etwa g. Man ziphe die Geraden ay, 6g, die 
den Kreis in e> f schneiden , ziehe weiter die Ge- 
raden af) be y die sich in g x schneiden, so ist gg x 
die verlangte Gerade. Ist * der gegebene Punkt, 
so ziehe man durch ihn eine beliebige Sehne csd y 
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und sodann die Gerade^ oe und M y ad nnd c£, 
die »ich in />, p t schneiden, ziehe ferner die Ge- 
rade /jp x , die den Durchmesser ab in r trifft, lege 
durch diesen Punkt eine beliebige Secante refy 
nnd ziehe weiter die Geraden ae nnd &f y aj und 
be 9 die sich in y, y, schneiden, so wird die Ge- 
rade qq t der Forderung genügen, d. h. , sie wird 
in dem gegebenen Paukte s auf dem gegebenen 
Durchmesser ab senkrecht stehen. Alles beruht 
auf ähnlichen Gründen, wie yorhin (a). 

b. Wenn die gegebene Gerade belie- 
bige Lage hat, z. B. sie »sei /»/» s (oder ff % )* 
' — Man suche ihren harmonischen Pol # (oder r) 
in Bezug auf den Hulfskreis (<§. 10, IV»)? siehe 
den durch denselben gehenden Durchmesser Mfs 
(oder JMr),. so steht dieser auf der gegebenen Ger 
raden pp t (oder $f t ) im Punkte r (oder *) senk- 
redit; man suche weiter zu diesem Punkte r die 
Harmonische ary y ziehe sofort yx y und femer ax y 
bx, die sich in v schneiden, so wird der Durch* 
messer vM der gegebenen Geraden pq x parallel 
sein, nnd man hat sofort nur auf ihn aus dem ge* 
gebenen Punkt ein Loth zu fallen, n&ch (a), um 
der Aufgabe zu genügen. Für die Gerade yy t ist 
die Losung etwas einfacher, wie man leicht bemer- 
ken wird. 

Vierte Aufgabe. 

„Durch einen gegebenen Punkt eine 
Gerade zu ziehen, die mit einer gegebe- 
nen Geraden einen Winkel einschliefst^ 
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welcher einem gegebenen Winkel gleich 
ist," 

Es sei AmC (Fig. 21.) der gegebene Winkel, 
JEFdie gegebene Gerade und etwa p der gegebene 
Punkt. — Man ziehe die Durchmesser ab, cd den 
Schenkeln des Winkels parallel (1. Aufg.), so 
dafs Winkel aMc = AmO, und ferner den Durch- 
messer ef der gegebenen Geraden EF parallel; 
sodann ziehe man weiter die Sehne ce y und durch 
a die Sehne ag mit ite parallel, und ferner den 
Durchmesser gh, so ist Bogen ae = ge y und mit- 
hin Winkel gMe = aMc = AmC$ daher ziehe man 
endlich durch den gegebenen Punkt p mit ( dem 
Durchmesser gMh eine Parallele prj (§. 6, I.) : so 
wird pqE (= gMe =s AmC) der verlangte Winkel 
sein. Zöge man die Sehne 00, statt ei* und durch 
c mit ihr eine parallele Sehne u. s. w*, so würde 
ihan den andern Winkel erhalten, welcher ebenfalls 
der Aufgabe genügt, und welcher nach F hin, statt 
nach E hiny gekehrt wäre. 

Ebenso wird die Aufgabe gelöst, wenn insbe- 
sondere der gegebene Punkt in der gegebenen Ge- 
raden EF selbst Hegt, wie etwa y, d. h. wenn die 
gewöhnliche Aufgabe gestellt wird : „ An eine ge- 
gebene Gerade EF, in einem gegebenen Punkt 7, 
einen Winkel anzulegen, welcher einem der Gröfse 
und Lage nach gegebenen Winkel -4mC gleich ist." 

Fünfte Aufgabe. 

„Einen gegebenen Winkel a) zu half- 
ten, oder b) beliebig oft 'zu vervielfa- 
chen. 59 --.—•• •■*• 
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Fall a. Es seiAmC (Fig. 21.) der gegebene 
Winkel. — Ziebe die Durchmesser «£, erf den 
Schenkeln mA, mC des Winkels parallel, so dafs 
Winkel aMc = ^«»C ist ; ziehe sofort die Sehne 
ad (oder eh) und durch den Scheitel des gegebe- 
nen Winkels die Gerade mn mit «w/ (oder ei) pa- 
rallel, so wird mn den Winkel ./teC hälften. 

Fall b. Dieser Fall kann durch Hülfe der 
dritten Aufgabe nach Anleitung Ton ($. 9.) erle- 
digt werden, Hier liefse er sich übrigens noch 
auf andere Weise bewerkstelligen, dessen ich mich 
aber enthebe, wefl er mir nicht als sehr wesentlich 
erscheint* 

Sechste Aufgabe, 

„An einen gegebenen Punkt eine Ge- 
rade zu legen, welche einer der Grdfse 
und Lage nach gegebenen Geraden gleich 
ist" 

Es sei M t a x (Fig. 22.) die gegebene Gerade, 
und etwa M 2 der gegebene Punkt. Sollen viele 
Gerade zugleich an den Punkt M 2 gelegt werden, 
die der gegebenen Strecke M x a g gleich sind, so 
scheint das folgende Verfahren am zweckmäßig- 
sten zu sein. Zum leichteren Yerständnifs ist 
jedoch zuvörderst noch zu bemerken, dafs fbe 
Endpunkte aller Geraden, welche der Aufgabe ge- 
nügen, offenbar in einein Kreise M 2 liegen, dessen 
Halbmesser der gegebenen Strecke M t a x gleich 
ist. Dieses leitet daher darauf, den Punkt üf 2 und 
den einen Endpunkt der gegebenen Geraden, etwa 
M i9 als Mittelpunkte zweier gleicher Kreise anxu- 
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sehen, deren Radien n&nlioh der gegebenen Strecke 
M t a x gleich sind, um sodann durch die gegensei- 
tige Beziehung der drei Kreise ilf, M n M 2 , und 
zwar namentlich durch ihre Aehnlichkeitspunkte, 
die Mittel zu finden, durch deren Hülfe der vor- 
gelegten Aufgabe genügt werden kann. Zu diesem 
Endzweck stelle man sich unter A 2 und -J 2 , A t 
und f i • A und / beziehlich die Aehnlichkeitspunkte' 
der Kreispaare M und M i , M und M 2 , M i und 
M 2 vor» Da die Kreise M i9 M 2 gleich sind, s6 
liegt ihr innere)* Aehnlidhkeitspunkt / in v der Mittfe 
zwischen ihren 'Mittelpunkten M iy M 2 , und "ihr 
äufserer AehnEchkeitspunkt Ä ist unendlich enk 
fernt (§. 12, I, 7.), und es müssen die Aehnlidto- 
keitsstrahlen A A A 2 [A\ 9 t 2 t 1 \J\ mit der Axe 
M X M 2 parallel sein ($. 13, I, 4.). Hiemach kann 
die vorgelegte Aufgabe wie folgt gelost werden*. 
Man ziehe ? die Geraden MM ty MM 2 und 
M X M 2 \ ziehe ferner den Durchmesser ab parallel 
der gegebenen- Geraden M t a t , und sodann die 
Geraden ö,a, u x b<> welche die M X M in A 29 I 2 
schneiden; hierauf ziehe man weiter durch den 
Punkt ^4 2 , mit M 2 M , parallel, die Gerade A 2 A l9 
die der M 2 M in .4, begegnet, und ziehe ferner die 
Gerade A ,/ 2 , welche die M t 3f 2 in / trifft, und 
endlich die Gerade IA 2 , welche die MM 2 in 7, 
schneidet*): so sind alsdann die Punkte A g , I t die 



*) Um die Punkte A t , I t zu linden , kann man auch, 
zufolge der obigen Vorbereitung, statt durch A 2 die A 2 A t9 
durch I 9 die / 2 /i nüt M t M A parallel ziehen, wo man so- 
fort durch die Gerade A 2 l t den Punkt /, und durch die 
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Aelmlichkettspunkte iwoiei Kreise M> M ±y wovor 
der letztere die gegebene Strecke M t a x warn Halb- 
hat 

Nach diesen Vorbereitungen ist es mm leicht, 
.den Punkt M t so viele Gerade anzutragen, als 
will, die der gegebenen Strecke M\a x gleich 
sind. Dem zieht man im fiätfskreise irgend ei- 
nen. Durchmesser, wie z. B. ok (welcher aber nicht 
mit M i a i parallel zu sein braucht), verbindet seme 
Endpunkte ä> b «mit den Punkten Ji i9 I t durch 
Gerade A A a und 6I 19 A x b und 0/«, so schneiden 
eieh . diese in zwei Punkton • ***, i gy wovon jeder 
um die gegebene Lange M % * t von dem gegebe- 
nen- Punkte M % absteht, und zwar liegen diese 
drei Punkte^, M 2 , fr 2 in einer Geralden (§.12, III.). 

Ist aber die Richtung .der anzutragenden Ge- 
raden gegeben, ist z. B. eine durch M 2 gehende 
Gerade gegeben, in welcher sie liegen soll, oder 
ist irgend eine Gerade gegeben, welcher sie pa- 
rallel sein soll ; so ipufs man zuerst den mit die- 
ser. Geraden parallelen Durchmesser des Hülfs- 
kreises M ziehen (1. Aufg.), und sodann eben so 
verfahren wie vorhin. 

Siebente Aufgabe. 

„Die gegenseitigen Durchs chnifcts.- 
punkte einer gegebenen Geraden ufid ei- 



€erade II e den Punkt A i erhält; oder man kann* drittens 
zuerst die Mitte /'der Geraden M f M t suchen (2. Aufg.), 
und dann mitteilt der Geraden H 2 , IA 2 «Ü« Punkte A i9 
I j finden. • • * •» * 
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nos der Gröfse und Lage Aach jgegebe* 
benen Kreises (welcher aber nicht ge- 
zeichnet vorliegt) zi^ finden." 

/ Es sei G t (Fig. 23.) die gegebene Gerade, 
M x der Mittelpunkt und etwa Mja t der Radius 
des gegebenen Kreises. 

Die vorgelegte Aufgabe kann dadurch gelost 
werden , dafs man die* Aehftlichkeitspünkte A y I 
der zwei Kreise M, M t kenstruirt, und sodann 
diejenige Gerade^ G sucht, welche zu dem Hülfe- 
kreise M, in Ansehung des einen oder andern 
Aehnlidikekspunktes, ähnliche Lage hat- wie die 
gegebene Gerade; Q t zu dem Kreise M i y denn 
alsdann müssen die Durchscbnittsßunkte «gy h der 
ersteren (ß und M) y den Durchschnittspunkten 
g n h % der letzteren (£, und M t ) entsprechen, 
oder mit ihnen ähfiliehliegende Punkte sein, so 
dafs diese (g n A t ) mittelst jene* (g*, h) sofort 
gefunden werden. Diesem alles geschieht aber. wie 
folgt. 

Man ziehe den Durchmesser ah mit dem ge- 
gebenen Radius M l a l parallel, ziehe ferner die 
Axe MM X nebst den Geraden a x a y «,#> welche 
die Axe in den Aehnlichkeitsjftinkt&n A$ I schnei- 
den (§. 12, L). Man Yeiiängere dän Radius a x M f , 
bis er die gegebene Gerade G x in c x trifft, lind 
ziehe sodann den Strahl Ac n der 'dem Durehmes- 
ser ai in c begegnet',' so sind c tad r, zwei* ähn- 
lichliegende Punkte, in Bezug auf den äusseren 
Aehnlichkeitspünkt A {weil aM, ä l M l äbnlichlie- 
gende Gerade sind (§. HO)* Nun ziehe mÄü fer- 
ner im Hülfskreise einen beliebigen • Durchmesser 
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<fe, lege die Geraden Ae y dl 9 die sich in e % sehn«» 
den (oder die Geraden Ad y el 9 die sich in d x 
schneiden), ziehe den Durchmesser e t M x (oder 
d x M x \ der jenem <fe entspricht, also mit ihm pa- 
rallel ist, und der die Gerade G % in f t schneidet, 
und ziehe endlich den Strahl Äf x , welcher dem 
Durchmesser de in f begegnet, so 'sind/ und/" x 
ebenfalls ahnliqhliegende Punkte in Bezog auf den 
Aehnlichkeitspunkt A. Daher sind die Geraden 
ef y e^f x oder 6 y G iy in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt Ay ähnlichliegend ($• 11, I.), und 
ebenso die Punkte g und g ty A und A M9 in welchen 
sie die zugehörigen Kreise M 9 M % schneiden. Man 
ziehe demnach weite* die Gerade^/, die den Kreis 
M in gi h schneidet, und sodann die Strahlen Ag 9 
Ah y so treffen diese die gegebene Gerade G x in 
den in der Aufgabe verlangten Punkten g M9 A t . 

Anmerkung. 1. In Hinsicht der gegensei« 
tigen Lage des Kreises M und der Geraden G 
sind drei Fälle möglich, nämlich entweder 1) schnei- ~ 
den sie sich in zwei Punkten, oder 2) sie berühren 
sich in einem Punkte, oder 3) sie treffen einander 
gar nicht; in jedem dieser drei Falle findet dann 
offenbar in Hinsicht der gegenseitigen Lage des 
gegebenen Kreises M t und der gegebenen Gera- 
den G t ein Gleiches statt. 

2. Wäre der Radius M x a t zufällig mit der 
gegebenen Geraden G, parallel, so würde der 
Punkt c t unendlich entfernt liegen, und alsdann 
wäre es bequemer, statt seiner irgend einen ande- 
ren Ptflokt in der Konstruction zu gebrauchen, der 
nämlich auf dieselbe Weise, wie der Punkt f x her- 

TÖr- 
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' ' ' 

vorgebracht und benutzt würde. ' Bei Anwendun- 
gen anf dem Felde würde zur Bequemlichkeit auch 
schon in dem Falle ein anderer Punkt ,zu Hülfe 
genommen werden , wenn nur der Punkt c x sehr 
entfernt läge, d. h. schon wenn die Geraden a x M t 
und G x eben sehr spitzen Winkel bildeten. 

3. So wie man durch Hülfe des äufseren Aebn- 
lichkeitspunktes A die zur Lösung der Aufgabe 
nöthige Gerade G> oder Sehne gk y konstruirt 
hat, eben so kann man mittelst des inneren Aehn» 
lichkeitspunktes / eine Gerade H hervorbringen, 
die in Bezug auf denselben der gegebenen Gera- 
den G t entspricht, und wo man alsdann mittelst 
zweier durch / (und durch die Durchsohnittspunkte 
der H und des Hülfskreises M> die nämlich die 
anderen Endpunkte der durchs h gehenden Durch- 
messer des Kreises M sind (§. 12, III.)) gehen- 
den Strahlen die nämlichen gesuchten Punkte #,, 
h t findet, wie dort» Kämen daher bei einem prak- 
tischen Falle, etwa auf dem Felde, Hindernisse 
vor, wäre z. B. die gegebene Gerade G t nicht 
überall zugänglich, sondern wäre sie nur durch 
zwei Punkte, etwa durch c t und/*,, gegeben, die 
so lägen, dafs man nicht von dem einen bis zu 
dem anderen hinsehen könnte, so würde man auf 
die angegebene Weise beide Aehnlichkeitspunkte 
A und / zugleich benutzen, um jeden der beiden 
gesuchten Punkte g x , h % als Durchschnittspunkt 
zweier Strahlen, wovon der eine durch A und der 
andere durch / ginge,, zu erhalten. In diesem 
Falle müfste aber der Gang der Auflosung etwas 
geändert, werden. Nämlich man würde zuerst durch 

F 



82 W* top** lö«g der £*o«. »Aufgabe» §. 18. 



die gege b en « Punkte <?„ /, <fie Durchmesser 
e t M ty f l M l ziehen, sodann mit diesen parallel die 
Durchmesser o£, afe, und dann wäre von da an da* 
Weitere wie zuvor. ^ 

4. Wenn der gegebene Radios M x a x insbe- 
sondere in der Axe MM t läge, x. B. wenn er 
Jlf v £ x wire, wie müfste dann bei der Losung ver- 
fahren werden? Ein ähnlicher besonderer Fall 
kann bei der verhergehenden Aufgabe eintreten, 
wenn nämlich die daselbst gegebene Strecke M t a T 
in der Richtung irgend eines Durchmessers den 
Hnlfskreises M liegt, und Aehnliches kann ferner 
bei der nachfolgenden Aufgabe (8. Aufgabe) statt 
linden. Die Losung dieser besondern Falle wird 
den Liebhabern zur Selbstübnng überlassen. 

Achte Aufgabe« 

„Die gegenseitigen Durchschnitts« 
punkte zweier gegebenen Kreise zu fin- 
den." i 

Erster FalL Wenn der eine Kreis gezeich- 
net vorliegt, nämlich der Hülfskreis M selbst ist, 
und der andere Kreis nur der Gröfse und Lage 
nach gegeben ist. Es sei z. B. M x (Fig. 18.) 
der Mittelpunkt und M x b t 'der gegebene Radius 
des zweiten Kreises» 

Bei der Losung dieses Falles kommt es of- 
fenbar darauf an, die gemeinschaftliche Secante 
der zwei Kreise zu finden, weil diese sodann auf 
dem Hülfskreise unmittelbar die gesuchten Punkte 
r, * giebt. Dieses kann, zufolge (f. 17.), unter 
andern auf nachstehende Weise geschehen. 
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Man ziehe im Hülfskreisa i*f den Durchmesser 
bc dem gegebenen Radius M r b g parallel, ziehe fer- 
ner die Axe MM t nebst den Geraden 6,6 5 & x <, die 
jener in den Aebnlichkeitspunkten A 9 I begegnen, 
und den Kreis M zum zweiten Mal in a y t schnei- 
den ; nun ziehe man weiter den Strahl At y der, den 
Kreis M zum zweiten Mal in b und den verlänger- 
ten Radius b t M t in c, trifft, welcher letztere Punkt 
zugleich im Kreise M t liegt; sodann ziehe man 
ferner den Durehmesser af, und sofort die Gerade 
f/, die dem Strahle Ab\ im Punkte a t begegnet, 
welcher zugleich dem Kreise M % angehört (§. 12, 
III.): so sind alsdann sowohl die zwei Punkte a 
und 6 l5 als b und a,> als b und t t potenzhaltende 
Punkte in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt A 
(f. 17, I.) ; zieht man daher weiter die zwei Paar 
Sehnen ab und b 1 c 1 (diese verlängert), bb und a<c 1? 
welche sieh in p, <\ schneiden, und zieht endlich 
die Gerade pq, so ist diese die gemeinschaftliche 
Secante der gegebenen Kreise (§• 17, II.), und 
sehneidet den Hülfskreis M in den in der Aufgabe 
geforderten Punkten r, $. 

Anmerkung. 1. Würde aufser den voraus- 
gesetzten Beschränkungen der Hülfsmittel noch 
die Bedingung hinzugefügt, man solle von dem 
Kreise M t aufser dem Punkte b i (und dem Mit- 
telpunkte M A ) keinen anderen Punkt benutzen, 
wäre * diefs etwa durch irgend obwaltende Hinder- 
nisse bedingt, so könnte man der Aufgabe mittelst 
des andern Kreises M allein unter andern wie 
folgt genügen. Nachdem man, auf dieselbe Weise, 
wie vorhin, mittelst der Geraden b t &, b x t die Aehn- 

F2 
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licbkeitspunkte A<> /, so wie die Sctaieidepunkte 
<t, e gefunden hätte, fände man mittelst des Strahls 
At den Paukt b und mittelst des Strahls hl den 
Punkt g; sodann mittelst der Sehnen ab und eg 
den Punkt j>, and mitteist der Sehnen ag und te 
den Punkt t; and alsdann ISgen diese Punkte p, t 
in der gemeinschaftlichen Secante r* der beiden 
gegebenen Kreise Jf, Jf t . Die Grunde, auf wel- 
chen die Richtigkeit dieses Verfahren* beruht, 
sind leicht aufzufinden (2s Kapit.). 

2. Wenn die gefundene Gerade pq den Kreis 
M nur berührt, oder ihn gar nicht trifft, so sogt 
diefs an, dafs auch der Kreis M t ihn berührt, oder 
ihn gar nicht trifft« 

Zweiter Fall. Wenn die «wei Kreise blofs 
der Grofse und Lage nach gegeben sind. Es 
seien z. B. M„ M t (Fig. 24.) die Mittelpunkte, 
und etwa M t a iy M 2 e 2 die Radien der zwei gege- 
benen Kreise. 

Dieser Fall kann unter andern dadurch gelöst 
werden, dafs man die gemeinschaftliche Secante 
der beiden gegebenen Kreise konstruirt, und so- 
dann die gegenseitigen Durchschnittspunkte dieser 
Secante und eines der beiden Kreise sucht. Die- 
ses kann z* B* wie folgt geschehen. 

Man ziehe im Hülfskreise M die Durchmesser 
aiy cd den gegebenen Radien M i a i9 M 2 e g paral- 
lel, und suche sofort die Aehnlichkeitspunkte A 2 
und / 2 , A t und I t der Kreispaare M und M t9 
Tut und M 2 . Hierauf konstruire man, durch Hülfe 
der Aehnlichkeitspunkte A t .und /«, den mit cd 
und talso auch mit c g M a > parallelen Durchmesser 



§• 18« mittelst des Lineal« u. eines festen Kreises. Q5 

c i d i des Kreises M i (§. 12, HL), und bestimme 
gleicherweise den zweiten Endpunkt d 2 des Durch- 
messers c t M 2 . Sodann suche man die Geraden 
c ± c i> d\dt* welche den Radius a 1 M i Vk* t >f t 
schneiden, und siehe ferner die Strahlen A 2 e iy 
A 2 f^ welche dem Durchmesser aMb in e % f be- 
gegnen, und Wo e undi^/und«/* ähnlichliegende 
Punkte zu den Kreisen M 9 M t in Bezug pnf den 
Aehnlichkeitspunkt A 2 sind. Man- ziehe weiter 
die Geraden ce, df, welche den Hülfskreis M 
(zum zweiten Mal) in g", h schneiden, und lege 
sofort die Strahlen A 2 g und Jt 2 h> A t g und AJi y 
welche den Geraden c 2 c iy 'd i d t beziehlich in den 
Punkten g 1 und & i9 g 2 und h 2 begegnen, sc lie- 
gen diese Punkte zugleich auf den Kreisen M iy 
itf 2 , und zwar sind sowohl c t und g 2 , als g l und 
c 2 , als d x und h 2y als hi und g 2 poten^haltende 
Punkte derselben in Bezug auf ihr^n äufseren 
Aehnlichkeitspunkt (A). Denkt man sich also 
weiter die Sehnen (g*^,), ig 2^2) gezogen (um die 
Figur nicht zu überfüllen y sind diese und einige 
folgende Linien nicht wirklich gezogen worden), 
und bezeichnet die Punkte, in welchen sie bezieh- 
lich die Durchmesser e 2 d 2y c t d t schneiden, durch 
p, q, und zieht endlich die Gerade (pq), so ist diese 
die gemeinschaftliche Secante der Kreise M iy M 2 
(§. 17, II.), und es ist somit die vorgelegte Auf- 
gabe auf die vorhergehende (7. Aufg.) zurückge- 
bracht, üidem nunmehr nur noch die gegenseiti- 
gen Durckschnittspunkte der Geraden (pq) und ei- 
nes der beiden Kreise, etwa des Kreises M n zu 
finden nöthig sind. Dieses kann aber .mittelst der 
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bereits vorhandenen Hdl&linien sehr leicht ge- 
schehen. Nämlich man siehe die Strahlen {A 2 p)^ 
(Jf 3 q), nenne die Punkte, in welchen sie der Sehne 
(g/i) und dem Durchmesser cd heziehlioh begeg- 
nen, (/?), (y) ; ziehe weiter die Gerade (py\ nenne 
die Punkte , in welchen sie den Hülfskreis M 
schneidet (/•), (s) und ziehe endlich die Strahlen 
(A 2 r), (A z s), so werden diese die Gerade (pq) in 
den der Aufgäbe genügenden Punkten r, 4 treffen. 
s Mehrere andere Auflösungsarten der vorlie- 
gen Aufgabe fibergehe ich hier, weil keine eiirfa- 
chcr ist, als die eben beendigte. Die eine besteht 
z. B. darin, dafs man die Linien der gleichen Po- 
tenzen (oder gemeinschaftlichen Secanten) der 
Kreispaare M und M iy Jlfundüf 2 sucht (lrFall), 
und aus ihrem Durchschnittspunkte (q) auf die Axe 
M l M 2 ein Loth fällt, welches alsdann die ge- 
meinschaftliche Secante der Kreise üf 15 M 2 ist, 
li. s. w. 



f. 19. 

Schlufsbeuierkung. 

i 

Dafs nunmehr alle geometrischen Aufgaben, 
im engeren Sinne genommen, sich in der That durch 
Hälfe der vorhergehenden acht Aufgaben (§. 18.) 
behandeln lassen, das heifst, dafs ihre Auflösung 
in einer geringeren oder gröfseren Zusammen- 
setzung und Wiederholung der für diese gegebenen 
Konstructionen besteht, wie verwickelt sie auch 
immerhin scheinen mögen, ist leicht einzusehen, 
so, dafs also der Zweck dieser Arbeit jetzt als er- 
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reicht zu betrachten ist. Die Möglichkeit dieser 
Behandlung gründet sich vornehmlich auf die vor. 
stehende siebente und achte Aufgabe, indem 
nämlich, wie schon im Eingange bemerkt worden, 
bei der gewöhnlichen Geometrie die meisten und 
schwierigsten Aufgaben blofs mittelst dieser bei- 
den gelöst wenden* Wollte man aber 'in der That 
alle geometrischen Aufgaben nach der gegenwärti- 
gen Methode, und zwar auf die möglichst einfach- 
ste Art lösen, so dürfte man natürlicherweise bei 
zusammengesetzten Konstructionen picht Schritt 
für Schritt dem Verfahren folgen, welches gewöhn- 
lich angewendet wird, wenn der freie Gebrauch 
beider Instrumente, des Zirkels und des Lineals', 
gestattet ist, sondern man müfste vielmehr darauf 
bedaoht sein, die Auflösungen, so viel wie möglich, 
für die hier erlaubten Hnlfsmittel einfach und he- 
(]uem zu machen« In dieser Hinsicht sind die obi- 
gen sechs ersten Aufgaben selbst als wesentliche 
Beispiele zu betrachten* Aufserdem zeigen die 
vorstehenden Aufgaben insgesammt, dafs es auch 
hierbei, wie denn in der Geometrie überhaupt, vor- 
nehmlich darauf ankommt, die Eigenschaften 
der Abhängigkeit d«r Figuren von einan- 
der genauer zu erforschen. — Insbesondere 
will ich hier nur noch bemerken, dafs z. B. bei 
solchen Aufgaben, wo verlangt wird: „einem blofs 
der Gröfse und Lage nach gegebenen Kreise M x 
(oder auch einem blofs durch irgend drei Bedin- 
gungen bestimmten Kreise M x \ ein regelmäfsiges 
Vieleck ein- oder umzuschreiben",. man unter an- 
dern so verfahren kann, dafs man dieselbe Auf- 
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gäbe vorerst f&r den gegebenen Halfskreis M 
löst, und sodann das gefundene Vieleck, mittelst 
der m den Kreisen gehörenden Aehnlichkeftspunkte 
A und I y auf den Kreis M x projicirt u. s. w.; 
wozu die obigen Konstructionen hinreichende A&- 
leitiuig geben. 

Bei dieser Gelegenheit fäge ich noch folgende 
Bemerkung hinzu: 

Es scheint, dafe man im Allgemeinen bis jetzt 
noch zu wenig Sorgfalt auf die geometrischen 
Konstruktionen verwendet habe* Die hergebrachte > 
ron den Alten uns überlieferte Weise, wonach 
man nämlich Aufgaben als gelost betrachtet, so- 
bald nachgewiesen, worden , durch welche Mittel 
sie sich auf andere, vorher betrachtete, zurück^ 
fuhren lassen, ist der richtigen BeurtheUung des- 
sen, was ihre vollständige Lösung erheischt, sehr 
hinderlich. So geschieht es denn auch, dafe auf 
diese Weise häufig Konstructionen angegeben 
werden, die, wenn man in die Notwendigkeit ver- 
setzt wäre, alles, was sie einschliefsen, wirklich 
und genau auszufuhren, bald aufgegeben bürden, 
indem man daduroh sich gewifs bald überzeugen 
mutete, dafs es eine ganz andere Sache sei, die 
Konstructionen in der That, d. h« mit den In r 
ßtrumenten in der Hand, oder, um mich des Aus- 
drucks zu bedienen, blofs mittelst der Zunge aus- 
zuführen. *) Es läfst sich gar leicht sagen: ich 



*) Ich brauch« hierbei z B. nur an die frühere Kon- 

* structiou desjenigen Kreises, welcher drei gegebene Kreise 

berühren solJ, zu erinnern. Und dafs seibat beim gewöhn* 
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tfaue das, und dann das, und dann jenes; allein 
die Schwierigkeit, und man kann in gewissen Fäl- 
len sagen , die Unmöglichkeit, Konstructionen, 
welche in einem hohen Grade zusammengesetzt 
sind, wirklich zu vollenden, verlangt, dafs mpn 
bei einer vorgelegten Aufgabe genau erwäge, 
welches von den verschiedenen Verfahren bei der 
gänzlichen Ausführung das einfachste, oder wel- 
ches unter besondern Umständen das zweckmäfsig-. 
ste sei, und wie viel von dem, was die Zunge et- 
was leichtfertig ausfuhrt, zu umgehen sei, wenn 
es darauf ankommt, alle überflussige Mühe zu 
sparen, oder die gröfste Genauigkeit zu erreichen, 
oder den Plan (das Papier), worauf gezeichnet 
wird, möglichst zu schonen, u. s. w. Es käme 
also, mit einem Worte, darauf an: „zu unter- 
suchen, auf welche Weise jede geome- 
trische Aufgabe, theoretisch 'oder prak- 
tisch, am einfachsten, genausten oder 
sichersten konstruirt werden könne, 
und zwar 1) welches im Allgemeinen, 2) 
welches bei beschränkten Hülfsmitteln, 
und 3) welches bei obwaltenden Hinder- 
nissen das zweckmäfsigste Verfahren 
.sei." Diese Untersuchung würde also auch so- 
wohl die Mescheroni'sche als die gegenwärtige 
Konstructions- Methode umfassen, und es würde 
alsdann eine Yergleiehung aller Methoden mit 



liehen Schulunterrichte, bei viel einfacheren Aufgaben, ähn- 
liche Beispiele vorkommen, davon wird sich jeder aufmerk- 
same Lehrer leicht überzeugen können. 
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einander eine richtige Kenutnife der Sache ge- 
wahren, und gewifs nicht ohne Interesse für die 
Wissenschaft selbst sein* Daus die vorhergehen- 
den Aufgaben etwas lang Schemen mögen, darf 
deJshalb nicht von der gegenwärtigen Methode ab- 
schrecken; denn wenn man, wie schon gesagt wor- 
den, in der gewöhnlichen Geometrie eben so alles, 
was zur Konstrnction einer zusammengesetzten 
Aufgabe erforderlich ist, wirklich ausfuhrt, so wird 
man bald sehen, dafs auch da Vieles gar nicht 
so einfach ist, als es scheint, wenn die Geschäfte 
Mofs mit Worten abgemacht werden» Audi habe 
ich mich bereits überzeugt, dafs man auf dem ge- 
genwärtigen Wege, und zwar bei anscheinend 
schweren Aufgaben, sogar zu solchen einfachen 
Auflösungen gelangt, welche mit allen beliebigen 
Hölfsmitteln weder kurzer noch bequemer gemacht 
werden kpnnen, wie diefs namentlich durch die 
nachfolgenden Beispiele bestätigt werden wird* 

» 

Anhang. 

Vermischte Aufgaben, nebst Andeutung 

ihrer Losung mittelst des Lineals und 

eines festen Kreises« 

§. 20. 

Um zu zeigen, wie einfach sich manche an- 
scheinend schwierige. Aufgaben, blofs mittelst des 
Lineals, lösen lassen, wenn in der Ebene irgend 
ein fester Kreis M gegeben ist, füge ich hier noch 
einige zweckmäfsige Beispiele bei. Die Gründe, 
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auf welchen einige der dabei angedeuteten Aüflö-r 
sangen beruhen 7 findet man im ersten Tbeil des 
„Systematischen Entwickelung etc.", und 
die, auf welchen die übrigen beruhen, werden in 
den späteren Theilen desselben Werks entwickelt 
werden. Aufserdem wird dasselbe Werk noch 
viele andere Aufgaben dieser Art enthalten, wie* 
namentlich im ersten Theil schon mehrere vor- 
kommen, welche alle hier zu wiederholen mir je- 
doch unnöthig schien. — 

In Betreff der nachfolgenden Auflösungen 
inufs ich noch bevorworten, dafs der Leser, falls 
es ihm darum zu thun sein sollte, die beschriebe- 
nen Konstruotionen auf dem Papiere wirklich zu 
sehen, sich, nach Anleitung der Auflösung, die 
jedesmaligen erforderlichen Bilder (Figuren) sel- 
ber zeichnen möge. 

Aufgabe 1. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige 
Dreiecke gegeben sind, so soll man ein 
drittes finden, welches zugleich dem er- 
sten um- und dem zweiten eingeschrie- 
ben ist. M 

Es seien B> B n B 2 die Eckpunkte des ersten, 
und A, -d,, A 2 die Seiten/ und zwar die unbe- 
grenzt verlängerten Seiten des zweiten Dreiecks. 

Man nehme «in A einen willkürlichen Punkt a 
an, ziehe den Strahl a#, der die Gerade^, (beide 
genugsam verlängert) in einem Punkte a i trifft, 
ziehe sofort den Strahl a { B n der die A 2 in einem 
Punkte a 2 schneidet, und ziehe endlich den Strahl 
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a f B £ , welcher der A in man Punkte a begeg- 
net. Nun hat die Aufgabe offenbar keinen andern 
Zweck, ab den ersten Punkt a so zu bestimmen, 
dafs der zuletzt erhaltene Punkt a mit ihm zu- 
sammenfällt, indem in diesem Falle das Dreieck 
*a t a 2 * der Aufgabe genügt Da aber, im Allge- 
meinen, dieses Zusammenfallen nicht statt findet, 
sondern a und a zwei verschiedene, aber von ein- 
ander abhängige, einander entsprechende Punkte 
sein werden, so suche man ähnlicherweise zu zwei 
anderen, beliebig angenommenen Punkten fr, c in 
der Geraden A> die ihnen entsprechenden Punkte 
ft y in der nämlichen Geraden. Sodann nehme 
man im Umfange des Hüttskreises JU irgend einen 
Punkt P an, und ziehe die Strahlen Pa und Pa> 
Pb und Pß> Pt und Py, die den Kreis (zum 
zweiten Mal) bcziehlieh in den Punkten a und a f , 
b und ßn c und r± schneiden; eins dieser Punk- 
tenpaare, z. B. das erste, verbinde man kreuz- 
weise mit jedem der übrigen, d, h., man ziehe die 
Geraden aß i und v x 6 9 die sich in einem Punkte p, 
so wie die Geraden ay A und a t c y die sich in einem 
Punkte q schneiden, ziehe weiter die Gerade pq, 
die den Kreis üf, im Allgemeinen, in zwei Punk* 
ten r x # schneidet, und ziehe endlich die Strahlen 
Pr, Pst so werden diese die Seite (oder Gerade) 
A in denjenigen Punkten r, * treffen, in welchen 
allein und in der That die Ecke des zu beschrei- 
benden Dreiecks liegen kann, so dafs also dieses 
somit gefunden ist. Demnach giebt es im Allge- 
meinen zw ei Dreiecke rr^r, $$,$ g $, wovon jedes 
der vorgelegten Aufgabe Genüge leistet. Wenn 
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aber insbesondere die Gerade p<f den Kreis nur 
berührt, so giebt es mir ein, und wenn sie ihn 
gar nicht trifft, so giebt es gar kein Dreieck, 
welches die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. 

A nm erkung. Ganz eben so wird die Auf- 
gabe gelöst, wenn statt der Dreiecke beliebige 
Vierecke, oder Fünfecke u* s. w. gesetzt werden. 

Aufgabe 2. . 

„Die gegenseitigen Durchs chnitts- 
punkte einet gegebenen Geraden und 
eines blofs durch 

ä) fünf Punkte, oder 

b) fünf Tangenten 
gegebenen (also nicht gezeichnet vorliegenden) 
Kegelschnitts zu finden." 

s Fall a. Es heifse die Gerade A , und die 
fünf Punkte des Kegelschnitts B, B ± , % SB, G. 
— Aus irgend zweien der fünf Punkte, etwa aus 2?, 
B iy ziehe 4 man Strahlen durch die drei übrigen, 
also die Strahlen J?8C und B t $; Biß und £<$, 
BQ und B t Q y und nenne die Punkte, in welchen 
sie (genugsam verlängert) der Goraden A begeg- 
nen, be^iehlich a und a, b und /?, c und y. Mit- 
telst dieser drei Punktenpaare suche man sofort, 
genau auf dieselbe Weise wie bei der vorherge- 
henden Auflosung (Aufg. 1.), also durch Benu- 
tzung des Hülfskreises M> in der Geraden A die 
zwei Punkte r, $, so sind diese die verlangten 
Schneidepunkte. Trifft die Gerade pq, welche man 
durch die weitere Konstruction findet, den Hülfs- 
kreis M nicht, so sehneiden die gegebene Gerade 
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tmd der Kegelschnitt einander aach weht; berüh- 
ren sich jene, so berühren sieb aach diese, so dafs 
in diesem Falle die Paukte r and t zusammenfallen. 
Fall b. Dieser Fall litt sieb leicht auf den 
ersten bringen, indem man nämlich mittelst des 
Lineals allein die fünf Punkte finden kann, in wel- 
chen der Kegelschnitt von den .gegebenen fünf 
Tangenten berührt wird. (Abhangigk. geom. 
Gestalten, I. Tbl. 8. 152.) 

, Aufgabe 3. 

„Diejenigen Geraden zu finden, wel- 
che durch. einen gegebenen Pnnkt gehen, 
und einen nur durch 

a) fünf Tangenten, oder 

b) fünf Punkte 

gegebenen Kegelschnitt berühren." 

Fall a. Es heifse der gegebene Punkt B 9 
und die fünf gegebenen Tangenten des Kegel- 
schnitts A, A i9 % y SB, (?• Man bezeichne die 
Punkte, in welchen A und A A yon $, 2$, 6 ge- 
schnitten werden, beziehlich durch a und a,, b 
und b|, c und c,. Man ziehe die Strahlen Ba iy 
Bb iy Bt t und nenne die Punkte, in welchen sie 
die Gerade A treffen, beziehlich er, J), y. Hierauf 
suche man auf gleiche Weise, wie bei den beiden 
vorhergehenden Aufgaben, mittelst der drei Punk« 
tenpaare a und <*, b und ß> c und r und des Hülfs- 
kreises M 9 in der Geraden A die zwei Punkte r, 
4, und ziehe sofort die Geraden 2fr, 2W, so wer- 
den diese, und zwar diese allein, der Forde- 
rung der Aufgabe genügen. Wenn die Gerade pq, 
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welche durch die weitere Kenstructiön gefunden 
wird (siehe Aufg. 1.), den HüHskreis ilf nicht 
schneidet, so zeigt diefe an, dafs der gegebene 
Punkt JS innerhalb des Kegelschnitts liegt, und 
mithin die Aufgabe unmöglich ist; und wenn jene 
Gerade den Kreis berührt, so zeigt dielte an, dafs 
der Punkt im Kegelschnitte selbst liegt, und mit* 
hin nur eine einzige Gerade (in der sich zwei ver- 
einigt haben), der Aufgabe genügen kann. 

Fall b. Dieser Fall kann' auf entsprechende 

' Weise auf den ersten (a) gebracht werden, wie 

solches bei der vorigen Aufgabe (2.) statt fand, 

worüber ebenfalls an dem daselbst angeführten 

Orte das Nähere zu finden ist. 

Aufgabe 4. 

„Wenn von einem Kegelschnitte vier 
Punkte und eine Tangente gegeben sind, 
so soll man den Punkt finden, in welchem 
di,e letztere vom Kegelschnitte berührt 
wird." 

I. Es heifse die gegebene Gerade .j£ 9 und 
-J&e vier gegebenen Punkte 3i, SS, 6, 2>. Man 
ziehe durch diese Punkte drei Paar Gerade, näm- 
lich 9183 und G2>, m und S32>> 512) und 93(5, nefane 
die Punkte, in welchen sie der Geraden A begeg- 
nen, beziehlich a und <*, b und /?, c und y % und 
suche sofort, auf dieselbe Weise, wie bei den vor- 
hergehenden Aufgaben, in der Geraden A die 
Punkte r und $, so wird jeder von diesen der vor« 
gelegten Aufgabe genügen, so dafs es also 1 im All- 
gemeinen zwei Kegelschnitte giebt, von denen je- 
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der durch die Tier gegebenen Punkte geht nnd die 
gegebene Gerade berührt* Die Merkmale, woran 
man erkennt, ob die Aufgabe in der Tbat zwei, 
oder nur eine, oder gar keine Auflösung zu- 
, läfst (d. h., ob 2, oder nur 1, oder kein Kegel- 
schnitt möglich sei), sind die nämlichen wie. bei 
den vorhergehenden Aufgaben. 

II. Um die Konstruction etwas abzukürzen, 
kann man bei dieser Aufgabe auch wie folgt ver- 
fahren. Man ziehe nur zwei Paar Gerade (I.)> 
etwa »8 und GS), WS. und JBS>, welche der Tan- 
gente A in den Punkten a und a, b und ß begeg- 
nen, und ziehe sofort aus dem im Hiilfskreise M 
beliebig angenommenen Punkte P (vergL Aufg. 1.) 
die Strahlen Pa und Pct> Pb und Pß> welche den 
Kreis in a und a 15 b und (t f schneiden, und ziehe 
ferner die Geraden aß t und ta ty die sich in einem 
Punkte f, so wie die Geraden ab und a t ß i9 die 
sich in einem Punkte t schneiden, lege weiter die 
Gerade yt, die den Kreis M , im Allgemeinen, jn 
zwei Punkten r und s schneiden wird, und ziehe 
endlich die Strahlen Pr und Ps 9 so werden diese 
der Geraden A in den gesuchten Punkten r und $ 
begegnen. 

, Aufgabe 5. 

„Wenn von einem Kegelschnitte vier 
Tangenten und ein Punkt gegeben sind, 
so soll man die Tangente finden, welche 
den Kegelschnitt in diesem Punkte be- 
rührt" x 

Es 



§. 20. Anhang. Vermischte Ausgaben, QJ 

Es seien A 9 B, C, D die gegebenen vier 
Tangenten, und 3t der gegebene Punkt. Es hei- 
fsen die Punkte, in welchen A von B> *C, D ge- 
schnitten wird, beziehlich <t, b, c, und die Punkte, 
in welchen D und C, 21 und B> C und J? einan» 
der schneiden, beziehlich a i9 b,, c t . Man ziehe 
die Strahlen 91a i9 2tö,> 2ic und nenne die Punkte, 
in welchen sie die Tangente A treffen, beziehlich 
a, j?, r- Sodann suche man, "auf dieselbe Weise 
wie bisher, mittelst der Punktenpaare a und a, fe 
und /?, c und r, in der Geraden A die Punkte r 
und $, und ziehe sofort die Strahlen 3Ir und 8fe, so wird 
jeder von diesen der Aufgabe genügen. *— Uebrigens 
lassen sich die zwei Punkte r, $ auch hier durch 
dasselbe abgekürzte Verfahren finden, wie bei der 
vorigen Aufgabe (Aufg. 4, II.), wozu man näm- 
lich nur zwei der drei Punktenpaare, etwa a und 
<*, t> und ß y nöthig hat. . 

Aufgabe 6« 

„Wenn drei Punkte und zwei Tangen- 
ten eines Kegelschnittes 1 gegeben sind, 
so soll man die Punkte finden, in welchen 
derselbe die Tangenten berührt." 

Man bezeichne die gegebenen Tangenten durch 
B y C 9 und irgend zwei der drei gegebenen Punkte 
durch a, «• Man ziehe die Gerade ace und nenne 
die Punkte, in welchen sie die B und C schneidet, 
b und /?, und suche sodann, auf die nämliche Weise 
wie oben (Aufg. 4, II.), in der Geraden a<* (dort 
A) die zwei Punkte r und $. Nun lege man fer- 
ner durch den dritten gegebenen Punkt und einen 

G 
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der beiden andern, a oder <r, eine Gerade, und su- 
che, auf ganz gleiche Weise, in ihr die zwei 
Punkte t i und $,. Sodann ziehe man die vier 
Geraden rr t , rt, , $r, nnd $$, , so wird jede von 
diesen insbesondere die Tangenten U, C in sol- 
chen Dankten sehneiden, ip welehen sie von einem 
und demselben, durch die d^ei. gegebenen Punkte 
gehenden, Kegelschnitte berührt verdien. Die vor« 
gelegte J^utgabe iäfst demnach im Allgemeinen 
vier Auflösungen zu, oder es giebt, im Allgemei- 
nen, vier Kegelschnitte, welche die drei gegebenen 
Punkte, so wie die zwei gegebenen Tangenten, ge- 
mein haben. *) Die Aufgabe wird (oder die Kegel- 
schnitte werden) unmöglich, wenn eins der genann- 
ten Punktenpaare r und $, t t und $ t , nicht statt 
findet. Dieser Fall läfst sich aber, ohne vorhe- 
rige Konstruction, unmittelbar aus der gegenseiti- 
gen Lage der gegebenen, fünf Elemente erkennen, 
nämlich er findet statt, wenn die gegebenen Punkte, 
in Rücksicht auf die durch die Tangenten JB, C 
gebildeten Winkel, in N e b e nw ink ein (aber keine 
zwei derselben mit dem Durchschnitte der Tan- 
genten in einer Geraden) liegen. Besondere oder 
Grenzfalle entstehen, wenn entweder die drei ge- 
gebenen Punkte in einer Geraden, oder zwei der- 
selben mit dem Durchschnitte der Tangenten B y 
Cm einer Geraden liegen, u. s. w. 



* 

*) Vergl. Memoire $ur let lignee du $econd ordre, p/47 
par Brianchon, Capitaine d' Artillerie, anciea eiere de l'Ecole 
Polytechnique. Paris 1817; und Abhang, geom. Gestalten, 
S. £86. Thl 1. 
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Aufgabe 7. 
5) WeHn drei Tangentän und zwei 
Punkte eines Kegelschnittes gegeben 
sind, so soll man'die Tangenten finden, 
welche denselben in jenen Punkten be- 
rühren. 9 * 

Man bezeichne 'die gegebenen drei Tangenten 
durch B y C, D und 'die gegebenen zwei Punkte 
durch a, a, und ferner die gegenseitigen Durch- 
schnittspunkte der Tangentenpaare B und C, B 
und D, C und D beziehlich durch $, G, 83. Man 
ziehe die Gerade aa, und nenne die Punkte, in 
welchen sie das eine Tangentenpaar, etwa B und 
C, schneidet, b und ß> und suche sodann, in der 

Geraden a<*, zu den zwei Punktenpaare? a und er, 

» 

6 und /?, das durch dieselben bestimmte Punkten- 
paar r und 6 (Aufg. 4, II.)* Aehnlich erweise su- 
che man zu dem gegebenen Punktenpaare, a und a, 
und zu dem Punktenpaare, in welchem die' Gerade 
aa von einem andern Tangentenpaare, etwa von B 
a und J9, geschnitten wird, das durch dieselben be- 
stimmte Punktenpaar r, und $,. Sodann ziehe 
man die Strahlen $>r und SD$, C?r' t und.GS,, und 
bezeichne die Durchschnittspnnkte von'£r und t 6r,, 
$r und 6$,, 2>$ und Cr l5 2)$ und (5^,* beziehlich 
durch **, <r? y 5 *, und ziehe endlich die Geraden- 
paare ua und ua, xa und o^or, ya und yor, «a und 
»<r, so- wird jedes von diesen, für sich genommen, 
der vorgelegten Aufgabe genügen '\ d, h. , je zwei 
solche Gerade berühren in den zugehörigen Punk- 
ten a und a einen bestimmten Kegelschnitt, wel- 
cher ebenfalls von den drei gegebenen Geraden 

G 2 
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tf, C, ZJ berührt wird. Demnach labt die Auf- 
gabe, im Allgemeinen, r yier Auflösungen zn, oder 
es finden Tier Kegelschnitte statt, welche sowohl 
die drei gegebenen Tangenten, als die *wei gege- 
benen Punkte gemein haben, n. s. w. 

Mittelst der Torstehenden Aufgaben (2 bis 7.) 
lassen sich nunmehr auch die folgenden Doppel- 
aufgaben, welche, wie man bemerken wird, theils 
Zusammensetzungen, theQs, besondere Fälle von 
jenen sind, leicht losen« 

Aufgabe 8. 
9 ,Die gegenseitigen Durchschnitts- 
punkte einer gegebenen Geraden und 
eines Kegelschnitts, von welchem 

a) yierPunkte und eine Tangente, oder 

b) vier Tangenten und ein Punkt * 
gegeben sind, zu finden." 

Aufgabe 9. 
„Diejenigen Geraden, die durch ei- 
nen gegebenen Punkt gehen und einen 
Kegelschnitt berühren, von welchem 

a) vier Tangenten und ein Punkt, oder 

b) vier Punkte und eine Tangente 
gegeben sind, zu finden." 

Aufgabe 10. 
„Die gegenseitigen Durchschnitts- 
punkte einer gegebenen Geraden und 
i eines Kegelschnitts, von welchem 

a) drei Punkte und zwei Tangenten, oder 

b) drei Tangenten, und zwei Punkte 
gegeben sind, zu finden. 9 * 
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Aufgabe ,11. 
n Diejenigen Geraden^ die durch ei- 
nen gegebenen Punkt ■> gehen und einen 
Kegelschnitt berühren, von welchem 

a) drei Tangenten und zwei Punkte, oder 

b) drei Punkte und zwei Tangenten 
gegeben sind, zu finden." >< • 

' Aufgabe 12. ; 
„Pie gegenseitigen Durchsohnitt«- 
punkte einer gegebenen Geradien und ei- 
nes durch 

a) vier Punkte und die Tangente in 
einem derselben, odei» ' 

b) vier Tangenten und den Beruh- 
rungdpunkt einer derselben 

gegebenen Kegelschnitts zu finden.** 

* * ■ 

Aufgabe 13, 
„Diejenigen Geraden, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen, und einen 
durch 

a) vier Tangenten und den Berührungs- 

punkt einer derselben, oder 

b) vier Punkte und die Tangente in 

einem derselben 
gegebenen Kegelschnitt .berühren, *• zu 
finden. 

. . Aufgabe 14. , 
,„JDie , gegenseitigen Durchschnitts- 
punkte einer, gegebenen Geraden und ei- 
nes durch 
a) drei Punkte und die Tangenten in 
zwei derselben, oder 
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b) drei Tangenten und die Berührungs- 
punkte von zwei derselben 
gegebenen Kegelschnitts zu finden.** 

Aufgabe 15. ' 
„Diejenigen Geraden, welche durch einen 
gegebenen Punkt gehen und einen durch 

a) drei Tangenten und die Berukrungs« 
punkte von zwei derselben, oder 

b) drei Punkte und die Tangenten in 
. , zwei derselben ( 
gegebenen Kegelschnitt berühren, zu 
finden." 

Wie man sieht, lassen sich z. B. die Aufgaben 
(8. und 9.) mittelst der Aufgaben (4. und 5«) auf 
die Aufgaben (2. und 3.) zurückführen, ebenso die 
Aufgaben (IQ. ijnd Jl.) mittelst der Aufgaben (6. 
und 7.) auf die Aufgaben (2. und 3.) u. s. w., 
woraus die Zahl der Auflösung, welche jeder der 
gegenwärtigen Aufgaben möglicherweise zukommen 
können, leicht zu finden ist. 

Aufgabe 16. 

„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei 
gemeinschaftliche (oder Durchschnitts-) 
Punkte und aufserdem von j edem insbe- 
sondere irgend drei Punkte gegeben sind, 
so soll man ihre übrigen zwei gemein« 
schaftlichen Punkte, so wie ihre vier ge- 
meinschaftlichen Ta'nge^ten finden." 

Es mögen die Kegelschnitte' durch K und K xr 
ihre gegebenen zwei gememscfeifflfchert Punkte 
durch 91, ®, die übrigen gegebenen drei Punkte 
des Kegelschnitts K durctf 3f} 85, '6 und die dea 
K % durch tl,-, SB,, 6, bezeichnet nid* die gesuch- 
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ten zwei gemeinschaftlichen Punkte r, * genannt 
werden; dann kann die Aufgabe unter andern z.B. 
wie folgt gelöst werden. 

Man ziehe: etwa die Geraden 319t und 35©*. 
€<9> suche dip Punkte a, und h i9 a t9 in welchen 
sie jfif, (aufser in? 9? und @) zum zweiten Mal schnei*, 
den — weiches:: bekanntlich mittelst des Lineals 
allein leicht geschehen kann, da fünf Punkte von 
K i gegeben sin^d 4— ziehe sofort die. Geradenpaare 
5193 und a^i i9 WE und a 4 c nenne die Punkte, in 
welchen sie sich kreuzen, beziehlich p, q, und ziehe 
die Gerade pq , so ist diese eine (der gegebenen 
9t© zugeordnete) gemeinschaftliche Secante der 
zwei Kegelschnitte' K y K % , so dafs also nur noch 
nothig ist, die Durchschnitte derselben mit einem 
der letzteren zu finden (Aufg, 2, ar.)^ um die in 
der Aufgabe verlangten Punkte r, $ zu haben. 
1 Um andererseits die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten zu finden, nehme man in der gegebe- 
nen Secante SS© irgend einen Punkt ty an (wel- 
cher aber aufserbalb der Kegelschnitte liegt), 
siehe aus demselben an jeden Kegelschnitt zwei 
Tangenten, suche sofort, mittelst des Lineals, die 
Berührungspunkte, a und 6, a x und 6 l9 derselben 
und ziehe sodann die Geradenpaare aa\ und 66 „ 
&b x und ba^ die sich beziehlich. in, den. Punkten 
A y I schneiden, welche zugleich die Durchschnitts* 
punkte der gesuchten zwei Paar gemeinschaftli- 
chen Tangenten sind,- so dafs also diese letzteren 
sofort nach (Aufg. 3.) gefunden werden. . 

Eine »einfachere Auflösung der vorgelegten 
Aufgabe werde ich an einem andern Orte mitthei- 
len und beweisen.' •■ 
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Aufgabe 17. 
... „Wenn von zwei Kegelschnitten ÜT, 
K t zwei gemeinschaftliche Tangenten 
Ay A t und anfserdem von «jedem insbe- 
sondere irgend drei Tangenten, etwa o, 
i y c und a„ i iy e iy gegeben sind, so soll 
man ihre übrigen zwei gemeinschaftlichen 
Tangenten, so wie ihre vier gemein* 
schaftlichen Punkte finden." 

Heifsen die Punkte, in welchen A und A f 
von a, by c geschnitten werden, 'beziehlich a, fc, c 
und a,, b/, c 4 . Aus jedem der letzteren drei 
Punkte lege man an K x eine zweite Tangente 
(welche nämlich aufser der schon vorhandenen 
A x noch statt findet), nenne die Punkte, in welchen 
sie die A schneiden, bezieblich er, 0, ?, suche so- 
fort, mittelst des Hälfskreises, in der Geraden A 
zu den drei Punktenpaaren a und a, b und /?, c 
und y die zwei Punkte r und 6, und lege endlich 
aus. jedem dieser Punkte eine (zweite) Tangente 
an K (oder JETj), so werden dieselben auch K t 
(oder K} berühren, und mithin die gesuchten zwei 
gemeinschaftlichen Tangenten sein. — Die ge- 
meinschaftlichen Punkte der Kegelschnitte werden 
sofort auf eine entsprechende Weise gefunden, 
wie bei der vorigen Aufgabe die gemeinschaftli- 
chen Tangenten. 

Es lassen ach nun weiter eine Menge Auf- 
gaben aufstellen, welche aus den zwei letzten (16i 
und 17.) und aus den früheren Aufgaben zusam- 
mengesetzt sind, wie z. B. die folgenden. 

Aufgabe 18. 

„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei 
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gemeinschaftliche ^Punkte und nebstdera 
von jedem insbesondere irgend drei Tan- 
geilten gegeben sind, so soll man ihre übri- 
gen gemeinschaftlichen Punkte, so wie ihre 
gemeinschaftlichen Tangenten finden." 

Aufgabe x 19. 

„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei 
gemeinschaftliche Tangenten und nebst- 
dem Ten jedem insbesondere irgend drei 
Pnnkte gegeben sind, so soll man ihre übri- 
gen gemeinschaftlichen Tangenten, so wie 
ihre gemeinschaftlichen Punkte finden." 

U. s. w. 

Die Lösung aller solcher Aufgaben hat, wie 
die obigen Beispiele zur Genüge zeigen, gar keine 
Schwierigkeit, so dafs ich es nicht für nöthig er- 
achte, mich weiter darauf einzulassen« Denn man 
wird leicht bemerken, dafs z. B. die Aufgabe (18.)> 
im Allgemeinen,, zufolge der Endbemerkung in der 
Auflösung von (7.)> 16 Fälle umfafst, wovon jeder 
insbesondere sich auf die Aufgabe (16.) bringen 
läfst. Aehnlich verhält es sich mit (19.). 

Ton den Aufgaben über Kegelschnitte will ich 
hier nur noch das folgende Paar hinzufügen. 

Aufgabe 20. 

„In einen durch irgend fünf Punkte 
(oder durch irgend fünf Bedingungen) ge- 
gebenen Kegelschnitt ein »Eck zu be- 
schreiben, welches zugleich irgend ei« 
nem gegebenen »Eck umschrieben ist 
(d. h., dessen Seiten zugleich, nach be- 
stimmter Ordnung, durch» beliebige ge- 
gebene Punkte gehen). 99 
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Aufgabe 21. • 

„Hin einen durch irgend fifnf Tangen- 
ten geg*ebenenKegelschnitt ein n Eck zu 
beschreiben, welches zugleich irgend ei- 
nem, gegebenen* *»Seit eingeschrieben ist 
(d. h., dessen Ecken zugleich, nach der 
Reihe, in n beliebigen gegebenen Gera- 
den liegen). * 

Ton diesen zwei Aufgaben hat die erste, oder 
vielmehr nur ein besonderer Fall derselben, eine 
seltene Berühmtheit erlangt, indem nämlich die 
bedeutendsten Mathematiker fcicK damit beschäf- 
tigt haben. *) Das Verfahren, durch welches die- 
selbe mittelst der hier gestatteten Hiilfsmittel ge- 
löst werden kann, besteht der Hauptsache nach 
z. B. in folgendem/ 

Der Kegelschnitt heifse M 2 und das gegebene 
»Eck iV 2 . Durch irgend drei der fünf gegebenen 
Punkte des Kegelschnittes, die etwa durch a s , b 2 > 
c 2 bezeichnet werden mögen, ist ein Kreis be- 
stimmt; er heifse M { . Zuvörderst lassen sich 
nun, mittelst des Hülfskreises M y die Aehnlich- 
keitspunkte A und /der Kreise M y M t finden 
(wozu man von M i nicht mehr als jene «frei 
Punkte nöthig hat). Mittelst A und / bestimme 
man irgend zwei neue Punkte des Kreises M i9 



*) Man sehe Klügeis Mathematisches Wörter- 
buch, Th. III. Art, Kreis, §, 115., S. 155., und ausser- 
dem die spätem Arbeiten über denselben Gegenstand von 
den Mathematikern Q et gönne, Encontre, Servois, 
Rochst, Brianchon, Poncelet, Lhuilier, etc., in den 
Annale* de Matkematique $, tom. I und yitt. y im 
Journal de VEcole Polytechniqme, cahier X., etc. 
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etwa t 1? e,. So läfst sich für M x und M„ da 
Von jedem fünf Punkte gegeben sind, ein Pro- ' 
jectionspunkt (der näinlieh in den meisten Fällen 
der Durchschnittspunkt zweier gemeinschaftlichen 
Tangenten derselben ist) finden; er heifse P. 
Mittelst P und einer gemeinschaftlichen Secante 
von M A und Jtf 2 , etwa der Secante a 2 b 2 ? findpt 
man sofort das zu M K gehörige n Eck N x , wel- 
ehes dem, am M 2 gehörigen, gegebenen aEcke If t 
entspricht; und sodann findet man ferner, mittelst 
A und /, leicht das zu M gehörige ttEck N, 
welches dem, zu M i gehörigen, n Ecke JV\ ent- 
spricht. Hierauf beschreibe man, mittelst des 
Lineals allein, in den gezeichnet vorliegenden 
Kreis üf, ein n Eck 91, welches zugleich dem ge- 
gebenen /»Eck iV umschrieben ist *), suche sofort, 
mittelst A und /, das ihm in Bezug auf den Aehn* 
lichkeitspunkt A (oder /) entsprechende, «um 
Kreise M i gehörige, /»Eck 91 4 , und sodann (mit- 
telst P und a 2 b 2 ) das diesem entsprechende, zum 
Kegelschnitte M 2 gehörige, »Eck 9t 2 , so wird 
dieses letztere der Forderung der Aufgabe genug 
thun. — Auf entsprechende Weise kann auch die 
andere Aufgabe (21.) gelöst werden. 

- Anmerkung. Die vorstehenden Aufgaben, 
von der zweiten an, sinjl, wie man bemerken wird, 
nach dem sogenannten Gesetze der Dualität einan- 
der paarweise zugeordnet, nämlich: 2 und 3, 4 
und 5, ....«.., 20 und 21. 



» *) Dieses geschieht z. B. nach dem Verfahren, wel- 
ches Poncelet in den Annale* dt Mathtmatiquet, 
tom. VIII., zuerst bekannt gemacht hat. 
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Aufgabe 22. 

„Wenn irgend ein Punkt a t (Fig. 25.) 
eines Kreises und dessen Mittelpunkt^ 
gegeben sind, wovon der letztere jedoch, 
als unzugänglich vorausgesetzt wird, so 
soll man beliebig viele andere Punkte 
des Kreises finden. 5 * Wenn z» B. der Punkt 
M i durch irgend einen hohen Gegenstand, etwa 
durch einen Thurm oder Baum etc., der sich auf 
einer kleinen Insel, oder in der Mitte einer Stadt 
befandet, gegeben ist, so dafs man nicht leicht von 
allen Seiten, durch den Raum MS hindurch, zu 
demselben gelangen, wohl aber ihn aus dem Punkte 
a t und aus anderen Punkten M, A> d> .... se- 
hen kann, und wenn verlangt wird, man soll um 
das die Insel umgebende Wasser MS, oder um 
die Stadt einen kreisförmigen Weg, Kanal etc. 
herumführen, welcher durch den gegebenen Punkt 
a i geht, und in dessen Mittelpunkt der Gegenstand 
M i steht: so kann ein Mann allein mit wenig 
Hülfsmitteln, nämlich mittelst Stäben und einer 
Kette (oder Schnur) von bestimmter Länge, be- 
liebig viele Punkte, durch welche der genannte 
Weg etc. führt, wie folgt finden. 

Man setze, in a i einen Stab und nehme in der 
Richtung M ± a iy nach welcher' M t sichtbar ist, 
zwei beliebige gleiche Strecken, etwa a t m =s mn, 
und setze* in m, n ebenfalls Stäbe. ' Auf einem 
ebenen Platze stecke man eine Gerade ab ab, 
welche mjt a t mn parallel ist (§. 6, 1.), setze in 
dem Punkte M> den man als Mittelpunkt .des 
Hülfskreises annimmt, einen Stab, der von einem, 
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an dem einen Ende der Kette befindlichen/ 
lose umschlossen wird, und nehme Ma = Mb =t 
der Länge der Kette t&d setze in a und £ Stube. 
Nun setze man ferner in A^ wo sich die Geraden 
a { a und M { M kreuzen^ so wie in /, wo sieh die 
Geraden a x i und: M t M durchschneiden, einen 
Stab : so lassen sk£i alsdann, mit Hälfe dieser 
Vorbereitungen ', .leicht so viele Punkte des Krei- 
ses M i finden , * als man will. Denn man spanne 
z. B. die Kette nach einer N beliebigen Richtung, 
etwa nach c hin., ans, setze hier einen Stab, und 
spanne sie sodann nach der gerade entgegenge- 
setzten Richtung bis d aus, und setze hier auch 
einen Stab, so ist sowohl der Durchschnitt der 
Geraden Ac und tf/, als der Geraden Ad und */, 
also sowohl <v als rfj 5 ein Punkt des Kreises" M i . 

Fänden solche Hindernisse statt, dafs man 
nicht über den Raum R hinwegsehen, also nicht 
aus Ä und / nach e t ..sehen konnte, so würde 
man vorerst nur die erforderliche Menge von Punk« 
ten längs des sichtbaren Bogens a i d i bestimmen, 
und sodann den Hülfekreis anderswo annehmen, 
um einen neuen Bogen zu erhalten , oder um den 
Vorigen zu verlängern, und so würde man fortfah- 
ren, bia der Kreis M A vollständig wäre. 

Wären, anstatt des Mittelpunkts M\ des zu 
konstruirenden Kreises und des einen Punktes a iy 
in dem Umfange desselben, irgend drei Punkte des 
letzteren, etwa a 4 > d i9 e n gegeben, so liefse sich 
die Aufgabe z. B. folgendergestalt lösen. 

Man stecke irgend ein Dreieck ade ab, dessen 
Seiten den Seiten des gegebenen Dreiecks a i d i e t 
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beziehlich. paraflel sind $ suche den Mittelpunkt ML 
des Kreises oofe (d. h. des dein Breiecke ade um- 
schriebenen Kreises), so»' wie die Aehulichkeits* 
punkte A) I der Kreise ade\ a t d t e i9 und verfahre 
sodann eben so „wie oben« iW nämlich «z. B. die 
Gerade ad veak der durch die zwei Punkte a t und 
d A gegebenen Geraden <*,</, parallel zu ziehen, ist 
es nötbig, die letztere aber einen ihrer Endpunkte 
hinaus zu verlängern , um in dieser Verlängerung 
zwei gleiche Strecken annehmen ata können, wie 
vorhin die Strecken a t m « mn. Dieses Yerlän- 
gerben ist aber- bekanntlich auch in demjenigen 
Falle möglich, wo weder meiner der beiden End- 
punkte a i9 d ± aus dem andern zu sehen, noch die 
zwischen ihnen befindliche Strecke (von a i bis d^) 
zugänglich ist, sondern wenn hur dieselben von der 
Seite her, wie etwa aus £, sichtbar sind. *) Glei- 
ches gilt von den übrigen Beitenpaaren ae und a i e A , 
de und d x e^ Die .einander ähnlichen Dreiecke 
a t d t e t , ttde sind alsdann entweder gleichlie- 
gend öder ungleichliegend; im ersten Falle, 
welcher in der gegenwärtigen Figur statt findet, 
schneiden sich die Geraden,, welche durch die ent- 
sprechenden Ecken der Dreiecke gehen, wie etwa 
die Geraden a t a und d t d, Im Äusseren Aehn- 
lichkeitspunkte A, u. s.. w. — • . 



*) Man sehe,, Handbuch des Feldmessens und 
Nivellirens" von Crelle, Berlin 182Ö, §. 67, S. 116, wo 
unter andern auch diese Aufgabe mit Umsicht behandelt wird. 



Berlin, gedruckt bei Johann Friedrich Starcke. 
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